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Introduction
Gravitation, e´lectromagne´tisme, interactions faible et forte. Dans notre conception mo-
derne de la physique, l’univers est re´gi par quatre interactions fondamentales. Les the´ories
de´veloppe´es aujourd’hui pour leur description sont des the´ories relativistes, au sens de la Re-
lativite´ Restreinte (c) ; elles sont ne´es d’un meˆme principe unificateur fondamental, base´ sur
la notion de syme´trie de jauge, et la propagation des interactions y est de´crite en termes de
champs de jauge. Le Mode`le Standard de la physique des particules est une the´orie des champs
quantique (~) pour les interactions e´lectrofaible et forte. La Relativite´ Ge´ne´rale d’Einstein est
une the´orie des champs classique de´finissant l’interaction gravitationnelle comme un phe´no-
me`ne ge´ome´trique, a` travers l’identification de la me´trique de l’espace-temps au champ de
gravitation (G). Le champ de jauge pour la propagation de la gravitation est donc identifie´ a`
des perturbations dynamiques de la ge´ome´trie de l’espace-temps, alors que les photon, bosons
faibles, et gluons propagent les interactions e´lectromagne´tique, faible et forte respectivement,
sur la structure e´le´mentaire de l’espace de Minkowski. Ces the´ories sont confirme´es par de
multiples tests expe´rimentaux ; elles expliquent essentiellement l’ensemble des phe´nome`nes
physiques fondamentaux e´tudie´s a` ce jour. Pourtant, nous savons devoir aller au-dela`. Avant
tout, dans la perspective naturelle de l’e´tablissement d’une the´orie unifie´e des interactions
fondamentales, la Me´canique Quantique, sur laquelle se fonde le Mode`le Standard, et la Rela-
tivite´ Ge´ne´rale sont incompatibles : la the´orie quantique de la gravitation base´e sur la the´orie
d’Einstein n’est pas renormalisable en the´orie de perturbation, de par la dimension canonique
ne´gative de sa constante de couplage. Il s’agit d’un obstacle majeur dans notre compre´hension
des interactions fondamentales.
Au-dela` du Mode`le Standard. Au niveau the´orique, les valeurs d’un nombre important de
parame`tres du mode`le sont arbitraires : angles de me´lange, masses et constantes de couplage.
Dans une approche plus naturelle, ces valeurs devraient eˆtre de´termine´es par la the´orie. Par
ailleurs, dans l’hypothe`se ou` la masse de Planck (associe´e au couplage gravitationnel G) est
la seule e´chelle de masse fondamentale, l’e´chelle e´lectrofaible est instable par rapport aux
corrections radiatives induites dans le processus de renormalisation de la the´orie (proble`me
hie´rarchique). Seules des syme´tries additionnelles a` celles qui de´finissent le Mode`le Standard
(Supersyme´trie, etc.) permettraient de stabiliser naturellement l’e´chelle e´lectrofaible. Enfin,
au niveau expe´rimental meˆme, des observations re´centes sugge`rent fortement la pre´sence des
oscillations de neutrinos. Ces oscillations ne s’expliquent qu’en termes de l’existence de neu-
trinos massifs, non envisage´s dans le cadre du Mode`le Standard.
Au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale. La principale proble´matique the´orique re´side dans le fait
que les e´quations de la Relativite´ Ge´ne´rale re´gissant la structure de l’espace-temps admettent
des singularite´s au niveau de leurs solutions classiques (trous noirs, singularite´ au Big-Bang,
etc.). La physique en leur voisinage n’est pas de´finie et d’autres the´ories sont envisage´es, qui
permettraient de les e´viter. Au niveau expe´rimental, les tests de gravitation en champ faible
re´alise´s dans la Galaxie sont en accord parfait avec la the´orie d’Einstein. Mais dans le domaine
de la cosmologie, les derniers re´sultats observationnels plaident en faveur d’une e´volution acce´-
le´re´e de notre univers. Cette constatation et d’autres re´sultats expe´rimentaux ne s’expliquent
(dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale) que par l’introduction d’une constante cosmologique
ad hoc, dont la valeur domine progressivement l’e´volution de notre univers par rapport a` la
matie`re qu’il contient. Par ailleurs, dans l’absolu, cette valeur effective observe´e est extreˆ-
mement faible par rapport aux contributions des e´nergies du vide provenant des interactions
e´lectrofaible et forte. La densite´ d’e´nergie associe´e a` la constante cosmologique pure doit par
conse´quent eˆtre ajuste´e sur au moins 47 ordres de grandeur pour satisfaire aux exigences ex-
pe´rimentales. Constatons qu’aucune the´orie ne permet aujourd’hui de re´soudre ce proble`me
de la constante cosmologique.
Dans ce contexte, nous nous inte´ressons particulie`rement a` la structure de l’interaction
gravitationnelle, au-dela` du cadre meˆme de la Relativite´ Ge´ne´rale. Des the´ories quantiques
relativistes proposant l’unification des interactions fondamentales (Supergravite´ et the´ories de
Cordes) existent. Elles sont construites sur des espaces-temps de dimension supe´rieure, et les
the´ories effectives associe´es en quatre dimensions de´finissent un secteur gravitationnel e´tendu,
incluant des champs auxiliaires de gravitation en plus du champ me´trique. Elles sont cepen-
dant encore loin de supplanter nos the´ories actuelles, notamment parce que les me´canismes qui
pre´sident a` la compactification des dimensions supple´mentaires, et en conse´quence les the´ories
effectives associe´es en quatre dimensions, ne sont pas de´termine´s de manie`re univoque. Mais
les concepts qu’elles introduisent, champs auxiliaires de gravitation et dimensions supple´men-
taires, de´finissent des directions importantes pour la construction de the´ories de la gravitation
au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale.
La the´orie d’Einstein et ses alternatives majeures se fondent, dans quatre dimensions
d’espace-temps, sur l’hypothe`se du Principe d’Equivalence (outre le Principe de Relativite´ Ge´-
ne´rale). Ce principe postule l’universalite´ de la chute libre (locale) des corps dans un champ de
gravitation, identifiant masse inertielle et masse gravitationnelle. Dans le cadre de la Relativite´
Ge´ne´rale, la me´trique de l’espace-temps constitue l’unique champ de gravitation, et le Prin-
cipe d’Equivalence est ve´rifie´ sous sa forme la plus forte, admettant que des corps compacts
(e´toiles a` neutrons, trous noirs, etc.) subissent la meˆme acce´le´ration gravitationnelle que des
corps-tests. D’autre part, toute extension relativiste de la the´orie de la gravitation universelle
de Newton pre´dit aussi l’existence des ondes de gravitation, qui ve´hiculent l’interaction entre
les masses comme les ondes e´lectromagne´tiques transportent l’interaction entre des charges
e´lectriques. A l’ordre dominant dans la the´orie d’Einstein, la charge gravitationnelle est de´finie
par la masse meˆme des corps, et les radiations sont de nature quadrupolaire.
La pre´sence de champs auxiliaires de gravitation serait a` l’origine, d’une part, de la viola-
tion du Principe d’Equivalence, au moins dans sa version forte, et d’autre part, de la de´finition
de charges gravitationnelles auxiliaires responsables de radiations dipolaires dominantes. Elle
toucherait donc aux concepts fondamentaux de la the´orie, proposant dans le meˆme temps des
signatures expe´rimentales observables en termes de mouvements anomaux des corps compacts
et d’ondes gravitationnelles dipolaires.
L’existence de dimensions supple´mentaires modifierait fondamentalement la structure de
l’interaction gravitationnelle avec la matie`re. La Relativite´ Ge´ne´rale de´finit cette structure
en termes de la propagation d’un me´diateur non massif unique, le graviton. La pre´sence de
dimensions supple´mentaires introduirait des gravitons massifs dans la the´orie effective en
quatre dimensions. Des signatures expe´rimentales importantes peuvent y eˆtre associe´es en
termes d’une modification du potentiel d’interaction et de la phe´nome´nologie des autres in-
teractions, a` haute e´nergie.
The´ories de la gravitation. Le premier chapitre de´bute avec l’e´tude des fondements de
la Relativite´ Ge´ne´rale. La the´orie est e´tablie. Nous conside´rons ensuite les the´ories scalaire-
tenseur de Brans-Dicke, extensions minimales standard de la the´orie d’Einstein, introduisant
un couplage de la me´trique de l’espace-temps a` un champ scalaire auxiliaire. Nous e´tudions
les tests majeurs de gravitation en champ faible. Les expe´riences ve´rifient les pre´dictions de
la Relativite´ Ge´ne´rale avec une pre´cision importante, mais ne permettent en rien d’exclure un
couplage scalaire faible. Enfin, les diffe´rentes versions du Principe d’Equivalence sont de´finies,
et les tests expe´rimentaux associe´s sont conside´re´s en de´tail. En particulier, nous e´tudions
un effet d’acce´le´ration anomale des corps compacts (Effet Nordtvedt), duˆ a` la violation du
Principe d’Equivalence Fort. A cet effet peut eˆtre associe´e une polarisation des orbites de
syste`mes binaires, dont l’e´tude dans le cadre du syste`me Terre - Lune impose notamment une
contrainte expe´rimentale importante sur le couplage scalaire de Brans-Dicke.
Ondes de gravitation. L’e´tude des ondes gravitationnelles constitue un domaine de test a`
part entie`re pour les the´ories de la gravitation. Dans le second chapitre, nous e´tudions d’abord
la structure quadrupolaire des ondes gravitationnelles dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale.
La seule e´vidence expe´rimentale connue a` ce jour pour leur existence meˆme est e´tablie dans
l’e´tude de la de´croissance de la pe´riode orbitale de deux pulsars binaires, les PSRB1913 + 16
et PSRB1534+12. Nous conside´rons ensuite la dominance des radiations dipolaires associe´es
a` la composante scalaire dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke, sugge´rant que l’e´tude de
la de´croissance orbitale de syste`mes binaires puisse donner des contraintes importantes sur le
couplage scalaire. Enfin, nous e´tablissons une relation ge´ne´rique entre la violation du Prin-
cipe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires dominantes, a` travers l’existence meˆme de
champs de gravitation auxiliaires.
Dimensions supe´rieures larges et Dimension supe´rieure unique. Dans les chapitres 3 et
4, nous e´tudions en de´tail des mode`les en dimension supe´rieure, re´cemment introduits en re´-
ponse au proble`me hie´rarchique de la physique des particules e´voque´ plus haut. La gravitation
se propage dans tout l’espace-temps alors que les champs de matie`re sont confine´s sur une
membrane en quatre dimensions. Les mode`les ADD de´finissent l’espace-temps comme simple
produit direct de l’espace-temps quadridimensionnel habituel avec un espace de dimensions
supple´mentaires larges, dont le volume est fixe´ de manie`re a` poser l’e´chelle e´lectrofaible comme
seule et unique e´chelle de masse fondamentale de la physique, en lieu et place de l’e´chelle de
Planck. Nous e´tablissons la the´orie effective en quatre dimensions dans une approche ori-
ginale et simplifie´e et conside´rons en de´tail les contraintes expe´rimentales. Les mode`les RS
conside`rent un espace-temps en cinq dimensions, de´fini par une ge´ome´trie non factorisable,
ou` les composantes quadridimensionnelles de la me´trique de´pendent de la coordonne´e dans la
cinquie`me dimension. L’e´chelle de Planck y reprend une place fondamentale, et l’e´chelle e´lec-
trofaible est induite naturellement sur la membrane par un facteur ge´ome´trique exponentiel.
Nous proposons a` nouveau une approche originale pour l’e´tablissement de la the´orie effective
en quatre dimensions (re´sultant d’un de´veloppement complexe dans cette ge´ome´trie non tri-
viale) et conside´rons la phe´nome´nologie associe´e. Dans l’une et l’autre the´orie, la structure
de l’interaction gravitationnelle effective est donne´e en termes d’une tour d’excitations mas-
sives s’ajoutant a` des modes de masse nulle tensoriel (le graviton) et scalaire. Les excitations
massives constituent une signature importante de la pre´sence de dimensions supple´mentaires ;
a` haute e´nergie, elles modifient la phe´nome´nologie des autres interactions fondamentales et
de´finissent un potentiel gravitationnel diffe´rent du potentiel de Newton. Des contraintes the´o-
riques et expe´rimentales re´duisent la structure de l’interaction a` basse e´nergie, donne´e par les
modes de masse nulle, a` celle de la Relativite´ Ge´ne´rale.
Syste`mes binaires et contraintes. Dans le dernier chapitre, nous ge´ne´ralisons la relation
e´tablie entre la violation du Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires, a` tra-
vers le concept ge´ne´rique de charge gravitationnelle. Une approche inde´pendante des re´sultats
principaux du second chapitre dans le cadre des the´ories scalaire-tenseur est propose´e, centre´e
sur l’existence d’une charge scalaire de´finie par l’e´nergie de liaison gravitationnelle interne des
corps compacts. Nous proposons ensuite un mode`le original en dimension supe´rieure. Dans
ce cadre the´orique, les champs de matie`re se propagent dans des dimensions supple´mentaires
au meˆme titre que la gravitation. A basse e´nergie, une the´orie vecteur-tenseur pour l’inter-
action gravitationnelle est ainsi obtenue en quatre dimensions, ou` la charge vectorielle est
de´finie par la quantite´ de mouvement des corps dans les dimensions supple´mentaires. Enfin,
et pour conclure, nous montrons que des contraintes nouvelles et importantes sur ces charges
auxiliaires (scalaire et vectorielle) peuvent eˆtre envisage´es a` travers l’e´tude de la de´croissance
orbitale de syste`mes binaires compacts.
Chapitre 1
The´ories de la gravitation
La Relativite´ Ge´ne´rale est propose´e par Einstein de`s 1916. Elle ge´ne´ralise la the´orie de la
gravitation universelle de Newton dans un cadre relativiste cohe´rent, au sens de la Relativite´
Restreinte. La gravitation y est de´finie comme un phe´nome`ne purement ge´ome´trique, a` travers
l’identification du champ de gravitation a` la me´trique de l’espace-temps. L’ensemble des tests
expe´rimentaux dans notre syste`me solaire (et dans la Galaxie) en ve´rifient les pre´dictions
en champ faible, avec une pre´cision actuelle supe´rieure au dixie`me de pourcent. Toutefois,
des conside´rations the´oriques importantes nous me`nent a` penser que la the´orie d’Einstein ne
de´crit pas comple`tement l’interaction gravitationnelle. Dans cette perspective, nous imaginons
des the´ories alternatives. Les extensions minimales de la Relativite´ Ge´ne´rale de´finissent des
champs de gravitation auxiliaires, couple´s au champ me´trique, dont la pre´sence remet en
question l’un des principes les plus fondamentaux de la gravitation depuis Newton : le Principe
d’Equivalence.
Dans les deux premie`res sections de ce chapitre, nous e´tudions la Relativite´ Ge´ne´rale :
ses fondements the´oriques et le de´veloppement de l’approximation line´aire. Nous introduisons
ensuite les the´ories de Brans-Dicke (section 1.3), de´finissant une gravitation scalaire-tenseur.
La section 1.4 de´finit des effets relativistes importants en champ faible, en termes desquels nos
the´ories de la gravitation sont soumises a` l’expe´rience : de´flexion de la lumie`re, pre´cession du
pe´rihe´lie de Mercure, effet Shapiro. Les observations sont en accord parfait avec les pre´dictions
de la the´orie d’Einstein, mais ne permettent en rien d’exclure un couplage scalaire faible. Nous
poursuivons avec une discussion du Principe d’Equivalence et de ses ve´rifications expe´rimen-
tales (section 1.5). La dernie`re section introduit un formalisme the´orique diffe´rent, de´finissant
une approche comple´mentaire des phe´nome`nes e´tudie´s jusque-la` dans le cadre ge´ome´trique
introduit par Einstein.
1.1 Fondements de la gravitation
1916. Albert Einstein publie la synthe`se finale de sa the´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale
[Ein16]. Avant d’entrer dans des conside´rations the´oriques et phe´nome´nologiques pre´cises, il
nous semble important de situer brie`vement la Relativite´ Ge´ne´rale dans son contexte histo-
rique et d’en e´tudier les principes fondateurs [Bal93] : le Principe de Relativite´ et le Principe
d’Equivalence, ve´rifie´s expe´rimentalement, et le Principe de Mach, d’une porte´e plus philoso-
phique.
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8 CHAPITRE 1. THE´ORIES DE LA GRAVITATION
Principe de Relativite´
Le Principe de Relativite´ remonte a` Galile´e [LL66a, Rad99], qui e´crit en 1632 dans son
Dialogo [Gal32] :
“Enfermez-vous avec un ami dans la plus grande cabine sous le pont d’un navire
et prenez avec vous des mouches, des papillons et d’autres petites beˆtes qui volent ;
munissez-vous aussi d’un grand re´cipient rempli d’eau avec de petits poissons ; ac-
crochez aussi un petit seau dont l’eau coule goutte a` goutte dans un autre vase
a` petite ouverture place´ en dessous. Quand le navire est immobile, observez soi-
gneusement comme les petites beˆtes qui volent vont a` la meˆme vitesse dans toutes
les directions de la cabine, on voit les poissons nager indiffe´remment de tous les
coˆte´s, les gouttes qui tombent entrent toutes dans le vase place´ dessous ; si vous
lancez quelque chose a` votre ami, vous n’avez pas besoin de jeter plus fort dans
une direction que dans une autre lorsque les distances sont e´gales ; si vous sau-
tez a` pieds joints, comme on dit, vous franchirez des espaces e´gaux dans toutes
les directions. Quand vous aurez soigneusement observe´ cela, bien qu’il ne fasse
aucun doute que les choses doivent se passer ainsi quand le navire est immobile,
faites aller le navire a` la vitesse que vous voulez pourvu que le mouvement soit
uniforme, sans balancement dans un sens ou l’autre, vous ne remarquerez pas le
moindre changement dans tous les effets qu’on vient d’indiquer ; aucun ne vous
permettra de vous rendre compte si le navire est en marche ou immobile.”
Sous une forme de´ja` plus condense´e, nous pouvons exprimer ce principe expe´rimental de la
fac¸on suivante :
“Si les lois de la physique sont exprime´es sous leur forme la plus simple
dans un re´fe´rentiel de coordonne´es R, alors ces meˆmes lois sont e´ga-
lement valables dans tout re´fe´rentiel de coordonne´es R′ anime´ d’un
mouvement de translation uniforme par rapport a` R.”
Pour que les lois de la nature prennent leur forme la plus simple, il faut les exprimer dans
un re´fe´rentiel rigide et inertiel (dont l’existence est postule´e a priori). Rigide, signifie que
l’espace y est homoge`ne et isotrope, inertiel, que la loi d’inertie est ve´rifie´e. Celle-ci de´finit la
notion de re´fe´rentiel inertiel en postulant que tout corps libre de toute interaction se meut en
mouvement rectiligne uniforme (ou reste au repos). De la`, tous les re´fe´rentiels en mouvement
de translation uniforme par rapport a` un re´fe´rentiel inertiel sont eux-meˆmes inertiels. Nous
pouvons ainsi e´noncer le Principe galile´en de Relativite´ sous sa forme la plus concise :
“Les lois de la me´canique sont les meˆmes dans tous les re´fe´rentiels iner-
tiels.”
Dans ce cadre conceptuel, en 1687, Newton e´nonce, dans les Principia [New87], les trois
lois du mouvement des corps en re´fe´rentiel inertiel : la loi d’inertie nous dit que dans un
re´fe´rentiel inertiel tout corps libre se meut dans un mouvement rectiligne uniforme. La loi de
la dynamique de´finit l’acce´le´ration ~a d’un corps, comme induite (en norme et en direction)
par la pre´sence d’une force ~F exerce´e sur celui-ci, suivant la relation
~F = m~a . (1.1)
La masse inerte (inertielle) m du corps, est cette proprie´te´ qui de´finit la re´sistance du corps a`
toute force exerce´e sur lui. Et finalement, la loi de l’action et de la re´action postule que,
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si un corps exerce sur un autre une force ~F donne´e, alors par re´action instantane´e, cet autre
corps exerce sur le premier une force de meˆme intensite´ en sens oppose´ − ~F .
Les transformations des coordonne´es d’espace et de temps associe´es au passage d’un re´-
fe´rentiel inertiel R a` un autre re´fe´rentiel inertiel R′ de´finissent le groupe d’invariance de la
the´orie : le groupe de Galile´e. Il est construit sur base du Principe de Relativite´ et de la loi
classique d’addition des vitesses. L’espace e´tant isotrope et homoge`ne, il contient les trans-
lations dans l’espace et dans le temps, ainsi que les rotations dans l’espace (de´finies par les
matrices 3 × 3 orthogonales, de de´terminant unite´). Il faut y ajouter, outre l’inversion du
temps et la parite´, les transformations de Galile´e proprement dites, pour un re´fe´rentiel R′ en
translation uniforme a` vitesse ~v par rapport a` R :
~x′ = ~x− ~vt
t′ = t . (1.2)
Relativite´ Restreinte
Dans le courant du dix-neuvie`me sie`cle, il apparaˆıt clairement que les phe´nome`nes de
l’e´lectrodynamique satisfont eux aussi au Principe de Relativite´. Toutefois, les expe´riences
de Michelson et Morley (1881 et 1887) montrent que la vitesse de la lumie`re dans le vide est
constante, inde´pendamment du re´fe´rentiel inertiel dans lequel elle est mesure´e. Pour que l’e´lec-
trodynamique satisfasse a` ces contraintes expe´rimentales, Lorentz (1904) modifie les trans-
formations de Galile´e, introduisant une dilatation de la coordonne´e longitudinale x et une
transformation de la coordonne´e temporelle t.
A l’origine, la the´orie de la Relativite´ Restreinte d’Einstein (1905) e´tait destine´e a` re´soudre
les proble`mes de la the´orie de l’e´lectrodynamique, meˆme si Einstein e´tait de´ja` conscient du
caracte`re universel de sa “nouvelle cine´matique”, e´tablie inde´pendamment des the´ories pre´-
existantes. Il postule donc un Principe de Relativite´ Restreinte, identique au principe
de Galile´e. La relativite´ est “restreinte” dans le sens ou` l’invariance des lois de la physique
n’est toujours de´finie que sous un mouvement de translation uniforme. Mais s’ajoute encore le
postulat de constance de la vitesse de la lumie`re dans le vide (c ≡ 299 792 458ms−1).
Dans ce cadre, une me´trique est de´finie dans l’espace-temps a` quatre dimensions, la me´-
trique de Minkowski ηµν = diag(1,−1,−1,−1)), de´finissant l’e´le´ment de longueur infinite´simal
comme
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (1.3)
A la translation d’un re´fe´rentiel R′ par rapport a` un re´fe´rentiel inertiel R dans la direction x
a` vitesse v, sont associe´es les tranformations suivantes, dites transformations de Lorentz :

ct′
x′
y′
z′

 =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




ct
x
y
z

 , (1.4)
ou` γ ≡ 1/(1− β2)1/2 et β = v/c. Le groupe d’invariance complet de la nouvelle the´orie est le
groupe de Poincare´, ou` les transformations de Lorentz se substituent aux transformations de
Galile´e. Les translations dans l’espace-temps et les rotations dans l’espace (ainsi que l’inver-
sion du temps et la parite´) sont donne´es par les meˆmes expressions, inchange´es depuis Newton.
Notons une diffe´rence conceptuelle importante par rapport aux the´ories classiques : le temps t
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n’est plus une entite´ absolue, inde´pendante des coordonne´es d’espace (x, y, z). La the´orie de la
Relativite´ Restreinte postule l’e´quivalence formelle entre les coordonne´es d’espace et de temps,
me´lange´es les unes aux autres sous ces transformations de Lorentz. De ces modifications fon-
damentales de´coulent des phe´nome`nes tels que dilatation du temps, contraction des longueurs,
modification de la loi galile´enne d’addition des vitesses, perte de la notion de simultane´ite´...
Autant de phe´nome`nes ve´rifie´s expe´rimentalement, en e´lectrodynamique notamment.
Synthe`se finale
Historiquement, deux principes importants sugge`rent a` Einstein la ne´cessite´ de l’extension
du Principe de Relativite´ Restreinte vers une relativite´ ge´ne´rale [Ein16, Bal93]. Le premier
est d’ordre e´piste´mologique et connu sous le nom de Principe de Mach. Le second, d’ordre
expe´rimental, est le Principe d’Equivalence.
Selon Mach (1883), et d’autres avant lui de´ja`, un principe de causalite´ doit pre´valoir,
postulant que les “causes” autant que les “effets” physiques ne peuvent eˆtre que des faits
observables [Mac83]. Prenons pour illustration l’exemple d’un seau rempli partiellement d’eau.
Si le seau est au repos dans un re´fe´rentiel R, la surface de l’eau est plate. Alors que si le seau
est mis en rotation, la surface de l’eau apparaˆıt comme creuse´e au centre, l’eau remontant sur
la paroi late´rale. De´taillons dans un premier temps l’explication newtonienne de cet effet avant
d’y opposer l’objection de Mach. Le re´fe´rentiel R est inertiel alors que le re´fe´rentiel R′ du seau
en rotation (re´fe´rentiel acce´le´re´) ne l’est pas, dans le cadre du Principe de Relativite´ Restreinte.
La seconde loi de Newton en re´fe´rentiel inertiel pour une force de´rivant d’un potentiel V (~x)
est donne´e par l’expression suivante :
mx¨i = −∂V (~x)
∂xi
. (1.5)
Sous une transformation ge´ne´rale des coordonne´es, elle prend une forme plus complexe :
mq¨i = −gij (q) ∂V (q)
∂qj
−mΓijk (q) q˙j q˙k , (1.6)
ou` gij(q) de´finit le tenseur me´trique en coordonne´es curvilignes qi, et Γijk(q) ≡ (gil/2)(gjl,k +
gkl,j − gjk,l) sont les symboles de Christoffel de´finis sur cette me´trique. Par simple change-
ment de coordonne´es, apparaissent donc de nouvelles forces dans les e´quations du mouvement,
appele´es forces “fictives”, ou forces “d’inertie” parce qu’elles ne sont pre´sentes que pour la des-
cription de mouvements en re´fe´rentiel non inertiel. Dans le re´fe´rentiel tournant conside´re´ R′,
ces forces d’inertie s’identifient aux forces de Coriolis et centrifuges bien connues, responsables
de la forme concave prise par la surface de l’eau dans le seau en rotation. La cause alle´gue´e a`
la forme de la surface de l’eau est le mouvement relatif a` un re´fe´rentiel d’inertie. En d’autres
termes, Newton invoque, dans le cadre du Principe restreint de Relativite´, la pre´sence d’un
espace absolu, immuable et inobservable pour de´finir l’inertie. Pour satisfaire au principe de
causalite´ qu’il de´fend, Mach rejette la notion d’espace absolu. La relativite´ est ge´ne´rale.
L’inertie n’a pas de sens dans un espace vide. Les proprie´te´s physiques de l’es-
pace trouvent leur origine dans la matie`re qu’il contient. Le seul mouvement qui
ait un sens est le mouvement relatif a` la distribution de matie`re exte´rieure au
syste`me conside´re´ [Bal93, BD61]. Autrement dit, l’inertie devrait eˆtre de´finie relativement
aux “e´toiles lointaines”, c’est-a`-dire a` la distribution moyenne des masses dans l’univers, et les
forces d’inertie doivent trouver leur origine dans une interaction physique des corps acce´le´re´s
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avec ces “e´toiles lointaines”. Diverses formulations mathe´matiques de ce principe existent (voir
notamment [Pau58, Sci53]). La plus concise est probablement celle de Pauli [Pau58]. Selon
lui,
“Le champ me´trique gµν
1 doit eˆtre de´termine´ de fac¸on unique et ge´-
ne´ralement covariante seulement par les valeurs du tenseur e´nergie-
impulsion (Tµν) repre´sentant la matie`re. Dans un espace vide, le mou-
vement (a` travers la me´trique gµν, qui de´finit la notion de mesure) n’est
pas de´fini.”
Tµν = 0 ⇒ gµν = 0 . (1.7)
Nos the´ories actuelles de la gravitation n’incluent pas ce principe de fac¸on comple`te. Nous ne
voulons pas discuter ici de la valeur fondamentale de cette hypothe`se base´e sur des conside´ra-
tions e´piste´mologiques. Einstein lui-meˆme, apre`s l’ave`nement de sa Relativite´ Ge´ne´rale, finit
par s’opposer a` la ne´cessite´ d’introduire explicitement le Principe de Mach dans la the´orie de
la gravitation. Nous retenons cependant l’ide´e d’un mouvement de´fini par rapport a` la distri-
bution exte´rieure de matie`re, et cette ne´cessite´ qu’elle induit pour Mach (et Einstein en 1916)
de de´velopper une the´orie ou` la relativite´ soit ge´ne´rale, et non restreinte a` des mouvements
de translation uniforme.
Outre ses trois lois de la me´canique, Newton propose une the´orie de la gravitation univer-
selle, qui donne un fondement the´orique aux lois phe´nome´nologiques de Kepler, et qui fournit
une explication des phe´nome`nes de gravitation e´tudie´s pendant les deux sie`cles suivants. S’il
est besoin de le rappeler, la loi de gravitation universelle s’e´nonce comme suit : soient deux
corps de position relative ~r = ~r2 − ~r1, la force de gravitation exerce´e par le premier (m2) sur
le second (m1) est proportionnelle au produit de leurs masses et inversement proportionnelle
au carre´ de la distance qui les se´pare. Son expression mathe´matique s’e´crit
~Fgr = G
m1m2
r2
rˆ , (1.8)
ou` rˆ = ~r/|~r| est le vecteur unite´ dans la direction relative des deux corps. G est la constante
de gravitation universelle, dont la valeur expe´rimentale est
G ' 6.673(10)× 10−11 m3kg−1s−2 , (1.9)
ou` les chiffres entre parenthe`ses de´finissent l’incertitude sur les dernie`res de´cimales. Nous
pouvons encore e´crire cette loi, pour le mouvement d’un corps de masse m, comme
~Fgr = m~g , (1.10)
ou` ~g ≡ GM(rˆ/r2) est l’acce´le´ration de´finie par le champ de gravitation associe´ a` la masse M .
Mais au de´but du sie`cle passe´, cette the´orie n’est plus capable d’expliquer tous les phe´nome`nes
gravitationnels observe´s, en particulier la pre´cession du pe´rihe´lie de l’orbite de Mercure. De
plus, d’un point de vue the´orique, l’ide´e d’une interaction a` distance instantane´e est en op-
position radicale avec les postulats de Relativite´ Restreinte re´cemment e´tablie. Une nouvelle
the´orie de la gravitation doit donc eˆtre propose´e.
Venons-en maintenant a` ce qu’Einstein qualifie en 1919 de “l’ide´e la plus heureuse de toute
sa vie”, ide´e qui remonte a` 1907 quand il essaie pour la premie`re fois d’e´tendre la Relativite´
Restreinte pour y incorporer la gravitation. Dans son article fondateur de 1916, il e´crit :
1Nous nous tiendrons a` la convention d’indices suivante : les indices latins “ij” re´fe`rent aux coordonne´es
spatiales uniquement (1 ≤ i, j... ≤ 3), alors que les indices grecs “µν” courent sur les quatre coordonne´es
d’espace-temps (0 ≤ µ, ν... ≤ 3). La me´trique ici de´finie est la me´trique comple`te de l’espace-temps.
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“...Outre cet argument e´piste´mologique de poids [le Principe de Mach], un fait phy-
sique bien connu plaide en faveur d’une extension de la the´orie de la Relativite´.
Soit K un syste`me de re´fe´rence galile´en, c’est-a`-dire tel que, relativement a` lui
(au moins dans le domaine quadridimensionnel conside´re´), une masse suffisam-
ment e´loigne´e d’autres masses soit anime´e d’un mouvement rectiligne et uniforme.
Soit K ′ un second syste`me de coordonne´es, anime´ d’un mouvement de translation
uniforme´ment acce´le´re´ par rapport a` K. Alors, relativement a` K ′, une masse suf-
fisamment se´pare´e des autres exe´cutera un mouvement acce´le´re´ tel que son acce´-
le´ration et la direction de son acce´le´ration soient inde´pendantes de sa composition
mate´rielle et de son e´tat physique.
Un observateur au repos relativement a` K ′ peut-il en tirer la conse´quence qu’il se
trouve dans un syste`me de re´fe´rence “re´ellement” acce´le´re´ ? A cette question on
doit re´pondre par la ne´gative ; car le comportement, e´voque´ ci-dessus, des masses
se de´plac¸ant librement relativement a` K ′ peut tout aussi bien eˆtre interpre´te´ de la
fac¸on suivante : le syste`me de re´fe´rence K ′ est non acce´le´re´ ; mais dans le domaine
spatio-temporel conside´re´ re`gne un champ de gravitation, lequel engendre le mou-
vement acce´le´re´ des corps relativement a` K ′. Cette conception est rendue possible
par le fait que l’expe´rience nous a appris qu’il existe un champ de force (a` savoir
le champ de gravitation) qui a la proprie´te´ remarquable de confe´rer la meˆme acce´-
le´ration a` tous les corps [Eo¨tvo¨s a de´montre´ expe´rimentalement que le champ de
gravitation posse`de cette proprie´te´ a` une pre´cision tre`s grande]. Le comportement
me´canique des corps relativement a` K ′ est le meˆme que celui que nous offre l’ex-
pe´rience vis-a`-vis de syste`mes que nous avons l’habitude de conside´rer comme “au
repos” ou comme “le´gitimes”; c’est pourquoi il est naturel, e´galement d’un point
de vue physique, de supposer que les syste`mes K et K ′ peuvent, avec autant de
le´gitimite´ l’un que l’autre, eˆtre regarde´s comme “au repos”, ou encore que pour la
physique des phe´nome`nes ils sont tout aussi le´gitimes l’un que l’autre...”
Newton e´nonc¸ait de´ja` ce Principe d’Equivalence par l’identification de la masse inerte (iner-
tielle) d’un corps, cette proprie´te´ qui re´gule sa re´ponse aux forces applique´es sur lui ( ~F =
min~a), et de la masse grave (gravitationnelle), proprie´te´ qui re´gule sa re´ponse a` la gravitation
(~Fgr = mgr~g) :
min = mgr . (1.11)
Il s’e´nonce encore comme suit [Wil93a] :
“Tous les corps tombent dans un champ gravitationnel avec la meˆme
acce´le´ration, inde´pendamment de leur masse et de leur structure in-
terne.”
Nous concluons comme Einstein en 1916 :
“... On voit par ces conside´rations que le de´veloppement de la the´orie de la Relati-
vite´ Ge´ne´rale doit, dans le meˆme temps, conduire a` une the´orie de la gravitation ;
on peut en effet “engendrer” un champ de gravitation par simple changement du
syste`me de coordonne´es.”
Remarquons que ce Principe d’Equivalence est local car les champs de gravitation sont non
uniformes. A ce stade, toutes les bases sont jete´es pour l’e´tablissement d’une nouvelle the´orie
de la gravitation. Au-dela` de ces conside´rations historiques, nous de´finissons la the´orie telle
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qu’elle est pre´sente´e aujourd’hui [Wei72, MTW73, Dir75, Pau58]. Nous conside´rons en de´tail
la the´orie line´arise´e.
1.2 Relativite´ Ge´ne´rale
Comme nous venons de le voir, Einstein introduit les forces de gravitation comme des
forces d’inertie. Il apparaˆıt donc clairement (voir (1.6)) que la gravitation est intimement
lie´e a` la ge´ome´trie de l’espace-temps, et que le champ gravitationnel doit eˆtre de´fini par la
me´trique qui le sous-tend. Les the´ories de la gravitation que nous e´tudions, et en particulier
la Relativite´ Ge´ne´rale, appartiennent a` la classe particulie`re des the´ories me´triques, de´finie
par les postulats suivants. D’une part, l’espace-temps est muni d’une me´trique et les lignes
d’univers des corps-tests sont les ge´ode´siques de cette me´trique ; d’autre part, localement,
dans un repe`re en chute libre, les lois non gravitationnelles de la physique sont celles de la
Relativite´ Restreinte. Par corps-test, nous comprenons un corps neutre pour les interactions
e´lectromagne´tique, faible et forte, dont l’e´nergie gravitationnelle interne (telle qu’elle est es-
time´e dans le cadre de la the´orie de Newton) est ne´gligeable et de taille suffisamment petite
pour que son couplage aux inhomoge´ne´ite´s du champ de gravitation puisse eˆtre ignore´. Une
expe´rience locale non gravitationnelle est une expe´rience re´alise´e dans un laboratoire en chute
libre suffisamment petit pour que les inhomoge´ne´ite´s du champ externe puissent eˆtre ignore´es
a` travers son volume, et dans laquelle les effets gravitationnels internes au syste`me conside´re´
sont ne´gligeables. Aussi, remarquons de´ja` que toute the´orie me´trique de la gravitation res-
pecte le Principe d’Equivalence tel que nous l’avons de´fini pre´ce´demment, pour le mouvement
de corps-tests. C’est ce qu’on appelle plus pre´cise´ment le Principe d’Equivalence Faible. Les
dernie`res sections de ce chapitre e´tant entie`rement consacre´es a` la discussion de ce principe
fondamental, nous nous contentons, pour l’heure, de cette premie`re de´finition.
The´orie comple`te
Dans le respect du Principe de Relativite´ Ge´ne´rale, la the´orie doit eˆtre invariante sous
transformation ge´ne´rale des coordonne´es. La the´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale est donne´e par
l’action d’Einstein-Hilbert :
S(rg) = − 1
2cκ
∫
d4x
√−g R+
∫
d4x
√−gLmat (Ψ, gµν) . (1.12)
Le scalaire R de´finit le lagrangien gravitationnel le plus simple qui soit fonction de la me´trique
de l’espace-temps2 gµν , et qui soit invariant sous transformation ge´ne´rale des coordonne´es. Il
repre´sente la courbure locale de l’espace-temps. Le facteur d4x
√−g est l’e´le´ment de volume
invariant en quatre dimensions. Lmat repre´sente la densite´ lagrangienne pour les champs de
matie`re Ψ.
La nature purement tensorielle de l’interaction gravitationnelle (Lmat de´pend uniquement
des champs de matie`re et de la me´trique) implique automatiquement les e´quations de conser-
2Dans l’hypothe`se d’une the´orie me´trique, la valeur asymptotique de la me´trique de l’espace-temps en
l’absence de gravitation est donne´e par la structure de Minkowski ηµν = diag(+1,−1,−1,−1). De manie`re
ge´ne´rale, la me´trique gµν est donc non de´finie, ou pseudo-riemannienne. Le scalaire de courbure re´sulte des
de´finitions suivantes : Rαµνβ = Γ
α
µν,β − Γαµβ,ν + ΓρµνΓαρβ − ΓρµβΓαρν de´finit le tenseur de Riemann mixte a` partir
des symboles de Christoffel Γαµν = (g
αρ/2)(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ), Rµν = Rαµνα donne le tenseur de Ricci, et
finalement, R = gµνRµν , le scalaire de courbure.
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vation pour le tenseur e´nergie-moment associe´ aux champs de matie`re :
Tµν
pν = 0 , (1.13)
ou` le symbole pν de´finit la de´rive´e covariante d’un champ dans la direction x
ν , par opposition
a` la de´rive´e simple donne´e par ,ν . Le tenseur T
µν est de´fini de manie`re ge´ne´rale par la relation
suivante, pour toute variation δgµν de la me´trique :
δSmat ≡ − 1
2c
∫
d4x
√−g T µνδgµν . (1.14)
Pour un syste`me de particules-tests, libres de toute autre interaction que la gravitation, l’action
pour le mouvement ge´ode´sique s’e´crit
Smat = −c
∑
a
ma
∫
dsa , (1.15)
ou` ds = cdτ = (gµνdx
µdxν)1/2 est l’e´le´ment de longueur infinite´simal en quatre dimensions.
Le tenseur e´nergie-moment correspondant s’e´crit
Tµνp.l. =
∑
a
ρ¯a (x) u
µ
au
ν
a , (1.16)
ou`
ρ¯a (x) ≡ 1√
ga
dτa
dt
ρa (x) (1.17)
est le champ scalaire associe´ a` la densite´ de matie`re ρ(x) = mδ3(~x − ~x0) et uµ = dxµ/dτ ,
le quadrivecteur vitesse de la particule conside´re´e. Il est de`s lors aise´ de montrer que les
e´quations (1.13) sont effectivement des e´quations de conservation. D’une part, elles impliquent
la conservation exacte de la masse
T 0ν
pν = 0 ⇔
1√−g (ρv
ν),ν = 0 , (1.18)
ou` vµ = dxµ/dt. D’autre part, dans la limite non relativiste (c → ∞, gµν = ηµν et dτ = dt),
il en re´sulte aussi des e´quations de conservation de l’e´nergie (de masse) et de la quantite´ de
mouvement totale du syste`me conside´re´ :
Tµν,ν = 0 , (1.19)
pour T µν = ρ(x) vµvν .
Les e´quations de´duites de la variation de l’action (1.12) par rapport a` la me´trique donnent
les e´quations d’Einstein pour le champ de gravitation :
Rµν − 1
2
gµνR = κTµν , (1.20)
ou` κ = 8piG/c4 donne le couplage du champ de gravitation a` la matie`re. Les e´quations des
ge´ode´siques de´coulent imme´diatement de la variation de l’action (1.15). Elles peuvent encore
s’obtenir par simple manipulation des e´quations de conservation (1.13) :
duµ
dτ
+ Γµνρu
νuρ = 0 . (1.21)
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The´orie line´arise´e
Les expe´riences gravitationnelles re´alise´es a` ce jour, dans le syste`me solaire et au-dela`, n’ont
encore pu tester les the´ories de la gravitation que dans un re´gime de champ gravitationnel
relativement faible. Nous e´tudions ici les structures statique et dynamique des champs de
gravitation dans la the´orie line´arise´e.
Nous de´veloppons donc la me´trique en champ faible autour de la solution asymptotique
de Minkowski,
gµν = ηµν + hµν , (1.22)
avec |hµν |  1. La line´arisation des e´quations de champs (1.20) s’e´crit
2h¯µν + ηµν∂
α∂βh¯αβ − ∂(µ∂λh¯λν) = −2κTµν , (1.23)
pour le champ conjugue´ h¯µν = hµν − 12ηµνh. Le symbole “(µν)” de´finit la syme´trisation sur les
indices conside´re´s. La the´orie e´tant invariante sous transformation ge´ne´rale des coordonne´es,
une certaine liberte´ de jauge existe, correspondant au choix du syste`me de coordonne´es. Pour
une transformation infinite´simale des coordonne´es
x′
µ
= xµ + εµ (x) , (1.24)
la perturbation de la me´trique se transforme comme
h′µν (x) = hµν (x)− ε(µ,ν) (x) . (1.25)
Les contraintes de “jauge harmonique”,
∂µh¯µν = 0 , (1.26)
re´duisent les e´quations de champs (1.23) a` leur forme la plus simple et la plus explicite
2h¯µν = −2κTµν . (1.27)
Notons que dans cette approximation, le tenseur e´nergie-moment pour les champs de matie`re
est calcule´ sur l’espace de Minkowski :
Tµν = ρ (x) vµvν . (1.28)
Solutions statiques
Dans la limite statique, ces e´quations donnent la structure de l’espace-temps au voisinage
d’une source Tµν . Conside´rons une source ponctuelle de masse M non relativiste. La compo-
sante d’e´nergie domine largement les autres termes du tenseur e´nergie-moment (T00 = ρc
2).
Les perturbations du champ me´trique sont de`s lors donne´es a` l’ordre O(1/c2) par
h00 (~x) = −2GM
rc2
(1.29)
hij (~x) = −2GM
rc2
δij (1.30)
h0i (~x) = 0 , (1.31)
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ou` r = |~x| est la distance a` la source. A partir de ces solutions, le mouvement des corps
dans un champ de gravitation peut eˆtre de´fini. La limite non relativiste reproduit de manie`re
cohe´rente la the´orie de Newton. Les e´quations des ge´ode´siques se re´duisent en effet dans cette
limite aux e´quations
ai = −c
2
2
h00,i , (1.32)
qui, en vertu des solutions obtenues pour la me´trique, donnent les e´quations de Newton dans
le potentiel V (r) = −GM/r. Dans la section 1.4, nous utilisons le de´veloppement des champs
ci-dessus dans l’e´tude d’effets de gravitation relativistes (c’est-a`-dire au-dela` de cette limite
newtonienne).
Structure dynamique
Toute interaction relativiste est re´alise´e en termes de la propagation d’ondes. Au-dela`
de l’approximation newtonienne, la Relativite´ Ge´ne´rale doit donc pre´dire l’existence d’ondes
de gravitation. De´ja` dans la the´orie line´arise´e, les e´quations (1.27) sont en effet des e´qua-
tions d’ondes, dont les sources sont les champs de matie`re. Dans la the´orie comple`te, des
contributions non line´aires dans le champ de gravitation doivent eˆtre prises en compte. Nous
conside´rons cette proble´matique en de´tail au chapitre suivant. Nous e´tudions ici la propa-
gation et la structure des ondes de gravitation a` partir des e´quations dans le vide. Sous les
contraintes de jauge harmonique (1.26), la propagation est donc de´finie par les e´quations
2h¯µν = 0
(
∂µh¯µν = 0
)
. (1.33)
Les solutions corrrespondantes pour les dix composantes du tenseur syme´trique sont de la
forme
h¯µν ∼ ε¯µν(k) ei(kαxα) , (1.34)
avec k2 = kαk
α = 0. Cette dernie`re contrainte caracte´rise des ondes gravitationnelles se
propageant a` la vitesse de la lumie`re et sans dispersion. La structure de ces ondes est de´finie
par leurs e´tats de polarisation ε¯µν physiques et leur he´licite´.
Le choix explicite d’un syste`me de coordonne´es (choix de jauge) permet l’e´limination des
polarisations non physiques (polarisations de jauge). Les quatre contraintes de jauge harmo-
nique laissent une liberte´ re´siduelle de jauge, de´finie par la contrainte
2εµ (x) = 0 . (1.35)
Les transformations de coordonne´es admises dans cette jauge sont ainsi donne´es par des
perturbations infinite´simales de la forme
εµ (x) = iεµ(k)e
i(kαxα) , (1.36)
avec k2 = kαk
α = 0. Sous les transformations (1.25), les polarisations se transforment comme
ε¯ ′µν (k) = ε¯µν (k) + k(µεν) − ηµνkαεα . (1.37)
Aux quatre contraintes initiales sur hµν peuvent donc eˆtre ajoute´es quatre autres contraintes
correspondant a` un choix explicite des parame`tres de jauge εµ(k). Choisissant ade´quatement
ces conditions,
∂µh¯µν = 0
h0µ = 0 , (1.38)
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nous obtenons finalement deux (= 10 − 4 − 4) polarisations physiques, transverses et sans
trace. Les huit conditions (1.38) peuvent en effet se re´e´crire en termes des εµν comme
kjεij = 0 (transverses)
εii = 0 (trace nulle)
ε0µ = 0 . (1.39)
Nous pouvons toutefois nous poser la question de savoir si le caracte`re transverse et de trace
nulle de l’onde est un effet lie´ au choix de jauge meˆme. Mais le syste`me de re´fe´rence tel
qu’il est de´fini par ces conditions de jauge identifie un re´fe´rentiel comobile, c’est-a`-dire un
repe`re dans lequel les coordonne´es identifiant la position d’un corps initialement au repos
restent inchange´es par le passage d’une onde gravitationnelle. En effet, au premier ordre, les
e´quations des ge´ode´siques donnent
d2xi
dt2
= hi0,0 − h ,i00 , (1.40)
dont le membre de droite s’annule identiquement sous les conditions (1.39). Par conse´quent,
dans le syste`me de re´fe´rence conside´re´, l’effet physique de l’onde sur l’e´le´ment de distance
invariant en trois dimensions
dσ2 = (δij − hij (x)) dxidxj , (1.41)
est identifie´ par les caracte´ristiques (transversalite´ et trace nulle) des perturbations dyna-
miques hij elles-meˆmes. Pour une onde se propageant dans la direction oz, les perturbations
physiques s’e´crivent
hµν (z − ct) = h+ (z − ct)


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

+ h× (z − ct)


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , (1.42)
identifiant ainsi deux polarisations inde´pendantes, + et × respectivement. Pour chacune de
ces polarisations, l’expression de l’e´le´ment de distance invariant est donne´e comme
dσ2+ = (1− h+ (z − ct)) dx2 + (1 + h+ (z − ct)) dy2 + dz2 (1.43)
dσ2× = dx
2 + dy2 − 2h× (z − ct) dxdy + dz2 . (1.44)
Les perturbations associe´es de´finissent des oscillations quadrupolaires dans le plan oxy, a`
une fre´quence ω e´gale a` celle de l’onde elle-meˆme. Les effets des polarisations + et × se
correspondent a` un de´phasage pre`s de 45◦ (Fig. 1.1) :
y
xx
y (+) +( )
Fig. 1.1 – Polarisations line´aires
+ et × des ondes gravitation-
nelles (Relativite´ Ge´ne´rale).
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Identifions l’he´licite´ de ces ondes. Conside´rant toujours une onde se propageant dans la
direction oz, nous pouvons rede´finir la base de ces e´tats de polarisation (ε11, ε12) en termes
de polarisations circulaires, gauche et droite respectivement :
εL =
1√
2
(ε11 − iε12) (1.45)
εR =
1√
2
(ε11 + iε12) . (1.46)
Ces polarisations de´finissent une base d’e´tats propres sous rotation dans le plan xy : ε′L =
e−2iθεL et ε
′
R = e
+2iθεR pour une rotation d’angle θ. Les valeurs propres correspondantes
identifient l’he´licite´ des ondes gravitationnelles : h = ±2. L’impact d’une onde de polarisation
circulaire de fre´quence ω sur une boucle de particules-tests induit un aplatissement quadrupo-
laire, combine´ avec une rotation de la boucle a` une fre´quence ω/2, moitie´ de celle de l’onde. Ce
rapport des fre´quences de´finit physiquement l’he´licite´ des ondes : deux rotations de phases cor-
respondent a` une rotation physique. La rotation se fait dans le sens des aiguilles d’une montre
pour une polarisation circulaire gauche, inversement pour une polarisation droite (Fig. 1.2) :
y
x
(L) y
x
(R)
ω/2
ω/2
Fig. 1.2 – Polarisations circu-
laires gauche (L) et droite (R)
des ondes gravitationnelles (Re-
lativite´ Ge´ne´rale).
Dans la section suivante, nous prenons en conside´ration une classe particulie`re de the´ories
alternatives a` la Relativite´ Ge´ne´rale. Le de´veloppement correspondant de la the´orie line´arise´e
montre dans quelle mesure la structure de l’interaction de´veloppe´e dans cette section est
particulie`re a` la the´orie d’Einstein elle-meˆme.
1.3 The´ories scalaire-tenseur
Nous abordons ici l’analyse des the´ories de Brans-Dicke. Il s’agit en fait d’une classe de
the´ories me´triques de gravitation qui se distinguent fondamentalement de la Relativite´ Ge´ne´-
rale par l’introduction d’un champ scalaire de gravitation couple´ a` la me´trique de l’espace-
temps. Historiquement, ces the´ories ont e´te´ introduites comme une tentative supple´mentaire
d’inclure le principe de Mach dans notre the´orie de la gravitation, ce a` quoi la the´orie d’Einstein
n’e´tait pas parvenue3. Au-dela` de ces conside´rations historiques, a` l’heure actuelle, toutes les
the´ories quantiques relativistes proposant l’unification des interactions fondamentales, gra-
vitation incluse, de´finissent un secteur gravitationnel comprenant toujours des champs de
gravitation auxiliaires, scalaires ou vectoriels. Aussi, meˆme si ces the´ories de Brans-Dicke ne
sont qu’une extension minimale de la the´orie d’Einstein, l’e´tude des effets qu’elles pre´disent
au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale rele`ve d’un inte´reˆt certain.
3En effet, meˆme si les e´quations de la Relativite´ Ge´ne´rale (1.20) de´finissent la matie`re (Tµν) comme source
unique de gravitation (gµν), nous pouvons exhiber certaines solutions (par exemple, la solution de Minkowski,
ou l’univers vide de de Sitter en pre´sence d’une constante cosmologique) en contradiction flagrante avec ce
principe tel qu’il est formule´ par Pauli (voir (1.7)).
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The´orie comple`te
Les the´ories de Brans-Dicke sont de´finies [BD61, Dic65, Wil93a] par l’action
S(bd) = − c
3
16pi
∫
d4x
√−g
(
ΦR− ω
Φ
Φ,αΦ,α
)
+
∫
d4x
√−gLmat (Ψ, gµν) , (1.47)
ou` Φ est un champ scalaire et ω un parame`tre libre sans dimension. Comme nous l’avons
vu dans la section pre´ce´dente, le caracte`re purement tensoriel de la densite´ lagrangienne de
matie`re implique les e´quations de conservation (1.13) et de la` le mouvement ge´ode´sique (1.21)
des corps dans l’espace-temps.
Les e´quations de champs pour la me´trique et le champ scalaire s’e´crivent respectivement,
Rµν − 1
2
gµνR =
8pi
c4
1
Φ
Tµν + ω
1
Φ2
(
Φ,µΦ,ν − 1
2
gµνΦ,αΦ
,α
)
+
1
Φ
(
Φpµpν − Φpαpαgµν
)
(1.48)
Φpα
pα =
8pi
c4
1
2ω + 3
T . (1.49)
Remarquons que, contrairement a` l’impression que nous pouvons avoir au niveau de l’action,
la limite ω → ∞ correspond a` l’annulation du couplage scalaire, et la the´orie s’identifie a` la
Relativite´ Ge´ne´rale a` travers les e´quations (1.48). La classe de the´ories conside´re´e admet donc
la the´orie d’Einstein comme limite dans l’espace du parame`tre ω.
The´orie line´arise´e
Dans la limite de champ faible, nous de´veloppons la me´trique autour de la solution de
Minkowski habituelle, et le champ scalaire autour d’une valeur asymptotique locale Φb :
gµν = ηµν + hµν
Φ = Φb (1 + ϕ) , (1.50)
avec |hµν |  1 et |ϕ|  1. Les e´quations (1.48) et (1.49) line´arise´es restent des e´quations
couple´es pour les perturbations scalaire ϕ et me´triques hµν :
−1
2
(
2h¯µν + ηµν∂
α∂βh¯αβ − ∂(µ∂λh¯λν)
)
− (∂µ∂νϕ− ηµν2ϕ) = 8pi
Φbc4
Tµν (1.51)
2ϕ =
8pi
Φbc4
1
2ω + 3
T . (1.52)
Une simple rede´finition des perturbations tensorielles,
θµν = hµν + ηµνϕ , (1.53)
permet d’e´crire des e´quations de´couple´es pour ϕ et θµν :
2θ¯µν + ηµν∂
α∂β θ¯αβ − ∂(µ∂λθ¯λν) = −2
8pi
Φbc4
Tµν (1.54)
2ϕ =
8pi
Φbc4
α2T , (1.55)
pour le champ conjugue´ θ¯µν = θµν − 12ηµνθ. Les e´quations de champs sont donc les e´quations
de la Relativite´ Ge´ne´rale pour θµν , auxquelles se superpose une e´quation de´couple´e, pour
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un champ scalaire de gravitation. Ce scalaire est couple´ aux champs de matie`re par la trace
du tenseur e´nergie-moment. L’intensite´ du couplage est donne´e, relativement au couplage
tensoriel, par
α2 =
1
2ω + 3
. (1.56)
La liberte´ de jauge induite pour les perturbations hµν par les transformations ge´ne´rales de
coordonne´es dans l’espace-temps est encore donne´e par les e´quations (1.25). Par de´finition,
sous changement de coordonne´es, le champ scalaire satisfait a` la relation
ϕ′
(
x′
)
= ϕ (x) . (1.57)
Pour une transformation infinite´simale (voir (1.24)), la perturbation scalaire est invariante
en premie`re approximation : ϕ′(x) = ϕ(x). Aussi, les perturbations θµν se transforment au
premier ordre comme hµν . Choisissant a` nouveau un syste`me de coordonne´es harmoniques,
∂µθ¯µν = 0 , (1.58)
les e´quations de champs deviennent
2θ¯µν = −2κ′Tµν (1.59)
2ϕ = κ′α2T , (1.60)
pour κ′ = 8pi/Φbc
4. Les couplages tensoriel et scalaire a` la matie`re sont respectivement donne´s
par κ′ et α2κ′.
Solutions statiques
Le de´veloppement des solutions statiques de la the´orie line´arise´e nous permet dans un
premier temps de de´finir l’origine de la constante de Newton. Nous conside´rons a` nouveau
une source ponctuelle non relativiste de masse M . Les composantes scalaire et tensorielles
s’e´crivent, au premier ordre en O(1/c2),
ϕ (~x) =
1
2ω + 3
2M
Φbrc2
, (1.61)
et (a` travers θµν)
h00 (~x) = −2
(
1
Φb
2ω + 4
2ω + 3
)
M
rc2
(1.62)
hij (~x) = −2
(
1
Φb
2ω + 2
2ω + 3
)
M
rc2
δij (1.63)
h0i (~x) = 0 . (1.64)
Aussi, la limite non relativiste du mouvement ge´ode´sique (voir (1.32)) est newtonienne. La
constante de couplage correspondante G(x) est donne´e en fonction de la valeur asymptotique
locale du champ scalaire Φb par
G (x) =
1
Φb (x)
2ω + 4
2ω + 3
(1.65)
=
1
Φb (x)
(
1 + α2
)
. (1.66)
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Le couplage newtonien est donc naturellement de´fini comme la somme des couplages scalaire
et tensoriel. Il de´pend a priori de la distribution locale des masses au voisinage du point
conside´re´, dont Φb(x) est tributaire. Nous associons a` la valeur expe´rimentale de la constante
de Newton (G), le couplage induit par le champ scalaire constant Φ0 donne´ par la distribution
globale de matie`re dans l’univers4 en l’absence de singularite´ locale :
G =
1
Φ0
2ω + 4
2ω + 3
(1.67)
= G′
(
1 + α2
)
, (1.68)
ou` G′ = 1/Φ0.
Les expressions (1.62) a` (1.64) se re´e´crivent en fonction de la constante de Newton comme
h00 (~x) = −2GM
rc2
(1.69)
hij (~x) = −2
(
ω + 1
ω + 2
)
GM
rc2
δij (1.70)
h0i (~x) = 0 . (1.71)
Notons que, si α2 (voir (1.56)) donne effectivement l’intensite´ relative du couplage scalaire au
couplage tensoriel, le rapport entre l’intensite´ du couplage scalaire et l’interaction newtonienne
totale est donne´ par la constante ξ, de´finie par la relation α2κ′ = 12ξκ :
ξ =
2α2
1 + α2
(1.72)
=
1
ω + 2
. (1.73)
C’est en fonction de ce parame`tre ξ que les perturbations scalaires s’expriment naturellement.
Notamment, la solution (1.61) s’e´crit encore
ϕ (~x) = ξ
GM
rc2
. (1.74)
Structure dynamique
Dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke, les ondes gravitationnelles se propagent toujours
a` la vitesse de la lumie`re et sans dispersion dans le vide. Les e´quations de champs line´arise´es
correspondantes dans la jauge harmonique donnent en effet
2θ¯µν = 0
(
∂µθ¯µν = 0
)
(1.75)
2ϕ = 0 . (1.76)
Les champs θµν satisfont donc aux meˆmes e´quations et be´ne´ficient de la meˆme invariance
de jauge que les perturbations de la me´trique hµν en Relativite´ Ge´ne´rale. Par conse´quent,
les meˆmes conditions de jauge permettent l’identification de deux polarisations transverses et
sans trace [Wia99] :
∂µθ¯µν = 0
θ0µ = 0 . (1.77)
4Cette distribution est homoge`ne et isotrope dans l’hypothe`se du Principe Cosmologique.
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A cette structure tensorielle quadrupolaire se superpose une polarisation scalaire, donne´e par
ϕ. Contrairement au cas de la Relativite´ Ge´ne´rale, la de´finition d’un syste`me de coordonne´es
comobiles (hµ0 = 0) correspond au choix de conditions de jauges diffe´rentes, donne´es par les
relations
∂µθ¯µν = 0
θ¯µ0 = 0
θ¯µν = hµν
(⇔ θ¯ = −2ϕ) . (1.78)
Les deux premiers groupes de contraintes ne de´finissent en fait que sept conditions de jauge
inde´pendantes, correspondant aux relations (1.77) sans la contrainte de trace nulle. L’identi-
fication des perturbations θ¯µν et hµν revient a` de´finir la trace des perturbations tensorielles
en fonction de la composante scalaire. Conside´rons la propagation d’une onde dans la direc-
tion oz. Au niveau de la me´trique, la polarisation scalaire d’he´licite´ nulle se superpose aux
perturbations quadrupolaires tensorielles d’he´licite´ 2 (voir (1.42)), et prend la forme suivante
[Bia98] :
hµν (z − ct) = hsc. (z − ct)


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 . (1.79)
Dans ce re´fe´rentiel comobile, l’e´le´ment de distance invariant associe´ en trois dimensions s’e´crit
simplement
dσ2sc. = (1− hsc. (z − ct)) dx2 + (1− hsc. (z − ct)) dy2 + dz2 . (1.80)
La perturbation correspondante sur une boucle de particules-tests de´finit donc une pulsation
purement radiale dans le plan oxy (Fig. 1.3) :
y
x
Fig. 1.3 – Polarisation sca-
laire des ondes gravitationnelles
(Brans-Dicke).
En conclusion, dans leur approximation line´aire, les the´ories de Brans-Dicke superposent
simplement un couplage gravitationnel scalaire au couplage tensoriel de la Relativite´ Ge´ne´-
rale. Nous avons analyse´ ce fait aussi bien au niveau du potentiel newtonien pour l’interaction
statique que dans la structure des ondes gravitationnelles. La section suivante aborde l’e´tude
des effets relativistes en termes desquels ces the´ories de la gravitation sont soumises a` l’ex-
pe´rience. L’analyse des phe´nome`nes tels que la de´flexion de la lumie`re au voisinage du Soleil,
l’effet Shapiro et la pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure de´finissent des tests importants de nos
the´ories de la gravitation en champ faible.
1.4 Tests classiques
Dans cette section, nous e´tudions l’e´tat actuel de la confrontation de nos the´ories de la
gravitation a` l’expe´rience (voir [Dam00, Wil01] pour une e´tude exhaustive). L’approximation
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de champ faible et de mouvement lent est suffisamment pre´cise pour de´finir les tests gravita-
tionnels actuels et futurs dans le syste`me solaire. Dans cette limite, dite post-newtonienne, la
comparaison entre diffe´rentes the´ories me´triques de la gravitation, entre elles et avec l’expe´-
rience, est assez simple.
Parame´trisation d’Eddington-Robertson
Nous empruntons une parame´trisation de la me´trique de l’espace-temps due a` Eddington
et Robertson, de´finissant un de´veloppement en fonction du potentiel de Newton (V (r)/c2 =
−GM/rc2) induit par toute source de gravitation. Le mouvement des corps dans un champ
de gravitation est de´fini par les e´quations des ge´ode´siques. Un de´veloppement post-newtonien
cohe´rent demande la de´termination de g00 a` l’ordre O(V/c2)2, gij a` l’ordre O(V/c2) et gi0
a` l’ordre O(V/c2)3/2. En ces termes, la parame´trisation d’Eddington-Robertson [Wei72] est
donne´e comme
ds2 = A (r) c2dt2 −B (r) (dx2 + dy2 + dz2) , (1.81)
avec
A (r) = 1 + 2αppn
(
V (r)
c2
)
+ 2βppn
(
V (r)
c2
)2
(1.82)
B (r) = 1− 2γppn
(
V (r)
c2
)
, (1.83)
ou` les valeurs de αppn, βppn et γppn sont de´finies par la the´orie. Ces parame`tres de´finissent des
perturbations de la ge´ome´trie du temps et de l’espace respectivement.
La valeur du parame`tre αppn est lie´e au respect du Principe d’Equivalence. Dans le cadre
d’une the´orie me´trique, les e´quations du mouvement (1.32) dans la limite non relativiste
s’e´crivent
ai = −αppn∂V (r)
∂xi
. (1.84)
Par extension, nous admettons cette e´quation comme de´finition du mouvement non relativiste :
αppn est le rapport entre les masses gravitationnelle et inertielle du corps conside´re´. Aussi, le
Principe d’Equivalence, demandant l’e´galite´ entre la masse inertielle d’un corps et sa masse
gravitationnelle (voir (1.11)), peut eˆtre identifie´ par la contrainte5
α(EP )ppn = 1 . (1.85)
Les parame`tres βppn et γppn de´finissent les corrections relativistes du premier ordre au
mouvement des corps (de´veloppement post-newtonien d’ordre 1 (1PN)). Notre analyse des
the´ories line´arise´es nous donne les valeurs des parame`tres αppn et γppn pour la Relativite´
Ge´ne´rale et les the´ories de Brans-Dicke (a` partir des solutions (1.29) a` (1.31) et (1.69) a`
5En fait, pour Newton (voir (1.8)), la proprie´te´ qui re´gule la re´ponse d’un corps a` la gravitation est appele´e
masse gravitationnelle passive mPgr, alors que la masse m
A
gr qui de´finit le potentiel source V (r) = −GmAgr/r ,
est dite masse gravitationnelle active. Une diffe´rence de la premie`re a` la masse inertielle est une violation claire
du Principe d’Equivalence. La seconde pourrait aussi a priori eˆtre diffe´rente de la masse inertielle min du corps
source... Dans le cadre de la parame´trisation d’Eddington-Robertson, ceci de´finirait un parame`tre αppn dont
la diffe´rence a` l’unite´ ne serait que fonction du corps source, sans remise en cause du Principe d’Equivalence.
Mais le principe de l’action et de la re´action demande en fait que les masses gravitationnelles passive et active
soient e´gales (mgr ≡ mPgr = mAgr). Ainsi, le Principe d’Equivalence impose que le parame`tre αppn soit universel
(inde´pendant des corps conside´re´s), ce qui revient a` demander qu’il soit e´gal a` l’unite´.
24 CHAPITRE 1. THE´ORIES DE LA GRAVITATION
(1.71), respectivement)6. Le de´veloppement de la solution de Schwarzschild (solution exacte a`
syme´trie sphe´rique) en Relativite´ Ge´ne´rale et de la solution correspondante dans les the´ories
scalaire-tenseur permet d’obtenir les parame`tres post-newtoniens a` tous les ordres, notamment
βppn. Dans la limite ou` les e´nergies de liaison gravitationnelles internes sont ne´gligeables, nous
avons
α(rg)ppn = 1 α
(bd)
ppn = 1 (1.86)
γ(rg)ppn = 1 γ
(bd)
ppn =
ω + 1
ω + 2
=
1− α2
1 + α2
(1.87)
β(rg)ppn = 1 β
(bd)
ppn = 1 . (1.88)
Phe´nome`nes relativistes et contraintes expe´rimentales
Trois tests fondamentaux ont permis l’e´tablissement de contraintes expe´rimentales sur les
parame`tres βppn et γppn
7. Les mesures de de´flexion de la lumie`re au voisinage du Soleil et
de l’effet Shapiro ont permis de contraindre la valeur de γppn. L’analyse de la pre´cession du
pe´rihe´lie de l’orbite de Mercure donne une limite sur βppn.
Dans le cadre des the´ories me´triques de la gravitation, un rayon lumineux passant a` une
distance d d’une source M est de´fle´chi (inde´pendamment de sa fre´quence) suivant un angle
(en radians)
δθ =
(
αppn + γppn
2
)
4GM
dc2
. (1.89)
Nous conside´rons la de´flexion de la lumie`re au voisinage du Soleil. La masse M ' 1.99 ×
1030 kg correspond a` un rayon de Schwarzschild de l’ordre de 2GM/c
2 ' 2.95 km. Le re´sultat
d’une de´rivation“classique”utilisant uniquement le Principe d’Equivalence dans un espace plat
ne fournit que le coefficient αppn/2 = 1/2. La courbure de l’espace au voisinage du Soleil, induit
une de´flexion supple´mentaire, de´finie par γppn/2 et fonction de la the´orie me´trique conside´re´e.
La de´flexion d’un rayon lumineux en incidence rasante (d = r ' 6.96 × 108m) par rapport
au Soleil est par conse´quent donne´e comme
δθmax ' 1.75 1 + γppn
2
arcsec. (1.90)
Eddington a ve´rifie´ la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale par l’observation de la de´flexion de
la lumie`re optique d’e´toiles durant une e´clipse solaire. Ces premie`res expe´riences e´taient cepen-
dant entache´es d’impre´cisions importantes. Le de´veloppement du V LBI (Very-Long-Baseline
radio Interferometry) permet aujourd’hui des mesures beaucoup plus pre´cises. Ces techniques
d’interfe´rome´trie re´solvent des se´parations angulaires aussi petites que 100 microarcsecondes.
L’analyse la plus re´cente de la de´flexion de la lumie`re e´mise par des quasars (quasi stellar radio
sources) passant a` proximite´ du Soleil donne (1 + γppn)/2 = (0.99992± 0.00014) [Eub99]. La
6Un formalisme plus ge´ne´ral de´veloppe´ par Will et Nordtvedt [Wil93a], introduisant d’autres potentiels
me´triques, et tenant compte notamment des vitesses et de la structure des sources, permet de parame´triser
un ensemble beaucoup plus large de the´ories me´triques. Ce formalisme PPN (Parametrized-Post-Newtonian)
comprend 10 parame`tres (β, γ, ξ, α1, α2, α3, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4) au premier ordre post-newtonien. Ne´anmoins, les seuls
parame`tres non nuls dans le cadre restreint des the´ories me´triques scalaire-tenseur que nous conside´rons ici
sont les parame`tres (β, γ).
7Conforme´ment aux re´sultats expe´rimentaux expose´s dans la section suivante, l’hypothe`se du Principe
d’Equivalence (αppn = 1) est parfaitement justifie´e dans ce re´gime de champ faible.
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contrainte correspondante sur la de´viation du parame`tre γppn par rapport a` sa valeur unite´
en Relativite´ Ge´ne´rale s’e´crit
|γppn − 1| ≤ 3× 10−4 (V LBI) . (1.91)
Notons qu’il s’agit de la mesure actuelle la plus pre´cise (de l’ordre du centie`me de pourcent)
de l’accord entre la Relativite´ Ge´ne´rale et l’expe´rience. Dans le cadre des the´ories scalaire-
tenseur, ce re´sultat correspond aussi a` la contrainte la plus forte connue aujourd’hui sur le
couplage scalaire,
α2(exp) ≤ 1.4× 10−4
(
ω(exp) ≥ 3500
)
. (1.92)
Les the´ories de la gravitation pre´disent aussi l’allongement du temps d’aller-retour d’un
signal radar envoye´ a` partir de la Terre vers une plane`te ou un satellite et passant a` proximite´
du Soleil. Ce retard trouve son origine dans une modification de la vitesse de la lumie`re dans
un champ de gravitation (celui du Soleil en l’occurrence). Il est donne´ par
δt = 2 (αppn + γppn)
GM
c3
ln
[
(rt + ~xt · ~n) (re − ~xe · ~n)
d2
]
, (1.93)
ou` ~xt et ~xe sont respectivement les vecteurs joignant le Soleil a` la Terre et a` la plane`te
exte´rieure, rt et re, les distances correspondantes. d est la distance de plus proche approche
du signal radar par rapport au Soleil. Pour un rayon passant pre`s du Soleil,
δt '
(
1 + γppn
2
)[
239− 19.7 ln
(
d2
re
)]
µs , (1.94)
ou` d est la distance de plus proche approche exprime´e en rayons solaires et re la distance
du Soleil a` la plane`te ou au satellite, en unite´s astronomiques8. Les cibles employe´es pour
la ve´rification expe´rimentale de cet effet de´couvert par Shapiro en 1964 incluent des plane`tes
telles que Mercure et Ve´nus aussi bien que des satellites artificiels, notamment les Viking Mars
landers et orbiters. La mesure du spectre logarithmique de cet effet Shapiro en fonction de la
distance de plus proche approche a permis une seconde de´termination pre´cise du parame`tre
γppn. L’expe´rience Viking [Rea79] donne une pre´cision de l’ordre du dixie`me de pourcent sur
la mesure de ce parame`tre :
|γppn − 1| ≤ 2× 10−3 (Shapiro) . (1.95)
Le troisie`me grand test de la gravitation que nous de´veloppons dans cette section est
l’e´tude du de´calage anomal du pe´rihe´lie de l’orbite de Mercure. Ce proble`me est reste´ non
re´solu plus d’un demi-sie`cle apre`s l’annonce par Le Verrier en 1859 d’une avance inexplique´e
du pe´rihe´lie de Mercure, apre`s soustraction de diffe´rents effets, notamment des perturbations
du mouvement ke´ple´rien dues a` la pre´sence des autres plane`tes. La valeur expe´rimentale
actuelle de ce de´calage est de l’ordre de 43 secondes d’arc par sie`cle. Diffe´rentes propositions
ad hoc ont e´te´ avance´es sans succe`s : l’existence d’une nouvelle plane`te pre`s du Soleil (Vulcain),
un anneau de plane´to¨ıdes, un moment quadrupolaire du Soleil ou encore une de´viation de la
loi de gravitation en 1/r2. La the´orie d’Einstein explique cet effet par une simple correction
relativiste au mouvement. Dans le cadre ge´ne´ral de la parame´trisation d’Eddington-Robertson,
8L’unite´ astronomique est de´finie par la distance moyenne Terre - Soleil : 1UA ' 1.50 1011m.
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le de´calage angulaire relativiste ∆ω du pe´riastre de l’orbite d’un syste`me binaire de masses
est donne´, en radians par re´volution, par
∆ω =
1
3
(
2αppn + 2γppn − βppn
αppn
)
6piGM
ac2 (1− e2) . (1.96)
Les grandeurs a et e sont respectivement le demi-grand axe et l’excentricite´ de l’orbite ; M
est la masse totale du syste`me. La valeur de la pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure en secondes
d’arc par sie`cle est de
ω˙ ' 43.0
(
2 + 2γppn − βppn
3
)
arcsec sie`−1 . (1.97)
La mesure expe´rimentale de ce de´calage donne la contrainte [Sha90]
|βppn − 1| ≤ 3× 10−3 (Mercure) . (1.98)
Remarquons que le moment quadrupolaire du Soleil, duˆ a` sa rotation propre, est the´oriquement
une source de pre´cession du pe´rihe´lie de l’orbite de Mercure, d’origine purement newtonienne.
La pre´sence d’un moment quadrupolaire non nul implique en effet un terme anomal en 1/r3
dans le potentiel gravitationnel du Soleil. Ce terme induit une modification du mouvement
de Mercure par rapport a` l’orbite ke´ple´rienne, qui peut s’exprimer a` travers la pre´cession
de son pe´riastre. Cependant, l’amplitude de cet effet est infe´rieure a` l’erreur sur la valeur
expe´rimentale de la pre´cession. Cette perturbation classique peut par conse´quent eˆtre ne´glige´e,
et l’entie`rete´ de la pre´cession peut eˆtre attribue´e a` un effet relativiste, menant a` la contrainte
donne´e ci-dessus pour le parame`tre post-newtonien βppn.
Ces trois grands tests de la gravitation en champ faible nous donnent de´ja` des contraintes
importantes sur les parame`tres post-newtoniens. Dans la section suivante, nous e´tudions
d’autres tests expe´rimentaux de la gravitation, qui sondent la the´orie directement dans l’hy-
pothe`se du Principe d’Equivalence.
1.5 Principes d’Equivalence
Fondamentalement, le Principe d’Equivalence tel que nous l’avons de´ja` de´fini postule
l’e´quivalence locale entre un champ de gravitation et l’acce´le´ration d’un syste`me de re´fe´-
rence. En d’autres mots, il postule l’universalite´ de la chute libre (locale) des corps dans un
champ de gravitation. Dans le cadre de la the´orie de Newton, il identifie masse inertielle et
masse gravitationnelle. Il est de´fini aujourd’hui sous plusieurs formes dont chacune est sujette
a` diffe´rentes ve´rifications expe´rimentales. Les diffe´rentes the´ories me´triques de la gravitation
incluent ce principe a` des niveaux divers. Par conse´quent, les tests expe´rimentaux du Principe
d’Equivalence sont aussi des tests pour la the´orie de la gravitation [Wil93a, Wil01, Dam01].
Principe d’Equivalence Faible
Nous avons de´ja` de´fini le Principe d’Equivalence dans sa version Faible (WEP pour Weak
Equivalence Principle) :
“Tous les corps-tests tombent dans un champ gravitationnel avec la
meˆme acce´le´ration, inde´pendamment de leur masse et de leur structure
interne.”
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Un test expe´rimental direct du Principe d’Equivalence Faible consiste en la comparaison de
l’acce´le´ration de corps-tests de compositions diffe´rentes en laboratoire9, dans un champ gravi-
tationnel externe donne´. L’e´nergie de masse de tout corps est donne´e par la somme des e´nergies
de masse des constituants, ainsi que des e´nergies de liaison internes : e´lectromagne´tique, faible
ou forte. Ce principe postule l’e´quivalence entre masse inertielle et masse gravitationnelle des
corps-tests. Nous pouvons ainsi parame´triser une violation du Principe Faible par une contri-
bution ine´gale des diffe´rents types d’e´nergies de liaison (non gravitationnelles) a` la masse
inertielle et a` la masse gravitationnelle :
mgr = min +
∑
A
ηA
EA
c2
, (1.99)
ou` EA est l’e´nergie de liaison associe´e a` l’interaction A, et ηA le parame`tre sans dimension
correspondant, mesurant l’amplitude de la violation. Cette parame´trisation revient a` de´finir
un parame`tre αppn (voir (1.84)) fonction des e´nergies de liaison du corps a conside´re´ (l’indice
in est sous-entendu pour la masse ma) :
αa(WEP )ppn = 1 +
∑
A
ηA
EA
mac2
. (1.100)
La diffe´rence relative d’acce´le´ration pour deux corps de compositions diffe´rentes dans un
champ gravitationnel externe de´finit le “rapport d’Eo¨tvo¨s” suivant :
ηWEP =
2 (a1 − a2)
a1 + a2
=
∑
A
ηA
(
EA1
m1c2
− E
A
2
m2c2
)
(1.101)
= α1(WEP )ppn − α2(WEP )ppn , (1.102)
ou` a1 et a2 sont les acce´le´rations des corps conside´re´s, et m1 et m2, les masses inertielles
correspondantes. Toute contrainte expe´rimentale sur ce rapport ηWEP donne une limite sur
les parame`tres de violation ηA.
Ce Principe est soumis aux ve´rifications expe´rimentales depuis Newton et ses expe´riences
pendulaires. Eo¨tvo¨s, a` la fin du dix-neuvie`me sie`cle, e´tablit l’e´quivalence entre masse inertielle
et masse gravitationnelle avec une pre´cision de´ja` importante de 10−9 sur le parame`tre ηWEP .
Aujourd’hui, les tests de pre´cision du Principe Faible sont base´s sur des expe´riences du type
de celle initie´e par Eo¨tvo¨s. Dans les balances a` torsion modernes, deux objets de compositions
diffe´rentes sont relie´s par une tige et suspendus horizontalement a` un fin caˆble. Toute diffe´rence
d’acce´le´ration des deux corps induit une torsion dans le caˆble de suspension, fonction de l’angle
entre ce caˆble et la direction de l’acce´le´ration gravitationnelle ~g. Si l’ensemble du syste`me est
en rotation autour d’une direction donne´e avec une vitesse angulaire ω, la torsion est module´e
sur la pe´riode 2pi/ω. Ces expe´riences sont re´alise´es aussi bien dans le champ de la Terre, que
celui du Soleil, ou de la Galaxie. Les re´sultats les plus re´cents [Su94] ve´rifient l’universalite´ de
la chute libre avec une pre´cision plus de mille fois supe´rieure aux expe´riences originales :
ηWEP ≤ 10−12 (Eo¨tvo¨s). (1.103)
9L’e´nergie de liaison gravitationnelle des corps e´tudie´s en laboratoire est parfaitement ne´gligeable
(Egr/mc2 ≤ 10−27). Il s’agit donc bien de l’e´tude de corps-tests.
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Principe d’Equivalence d’Einstein
Le Principe d’Equivalence d’Einstein (EEP pour Einstein Equivalence Principle) postule :
“Le Principe d’Equivalence Faible est respecte´. De plus, le re´sultat de
toute expe´rience non gravitationnelle locale est inde´pendant de ou` et
quand dans l’univers elle est re´alise´e, ainsi que de la vitesse de chute
libre du re´fe´rentiel dans lequel elle est re´alise´e.”
De par leur de´finition meˆme, les the´ories me´triques inte`grent ce Principe. En effet, elles pos-
tulent d’une part le mouvement ge´ode´sique des corps-tests et, d’autre part, que les lois non
gravitationnelles de la physique dans un re´fe´rentiel en chute libre locale sont celles de la Re-
lativite´ Restreinte (la me´trique s’y re´duit donc a` la me´trique de Minkowski ηµν). Le mouve-
ment ge´ode´sique assure la ve´rification du Principe Faible. Le respect des lois de la Relativite´
Restreinte localement dans un re´fe´rentiel en chute libre, implique automatiquement l’inde´-
pendance par rapport a` la vitesse de chute libre (invariance sous Lorentz) et au point de
l’espace-temps conside´re´ (invariance sous translation dans l’espace-temps).
Techniquement, une the´orie de la gravitation est me´trique, ou ve´rifie le Principe d’Equi-
valence d’Einstein donc, si la densite´ lagrangienne de matie`re ne de´pend que des champs de
matie`re et de la me´trique de l’espace-temps uniquement (pas d’e´ventuels champs auxiliaires,
tel que le scalaire des the´ories de Brans-Dicke) : Lmat ≡ Lmat(Ψ, gµν). En effet, nous avons vu
que cette structure implique le mouvement ge´ode´sique (1.21) des corps-tests, par l’interme´-
diaire des lois de conservation covariantes (1.13). Aussi, par changement de coordonne´es, il est
possible d’annuler les symboles de Christoffel (Γαµν(~x0) = 0) en un point ~x0, se plac¸ant ainsi
dans le re´fe´rentiel en chute libre en ce point. D’une part, l’acce´le´ration gravitationnelle de
chaque corps-test y est re´duite a` ze´ro localement, ce qui n’est qu’une formulation alternative
de la chute libre universelle. D’autre part, les autres interactions10, couple´es a` la gravitation
par l’interme´diaire de la connexion Γαµν , sont re´duites en ce point a` leur structure originale
en l’absence de gravitation. Cette structure est dicte´e par les lois de la Relativite´ Restreinte
si nous postulons inde´pendamment que la valeur asymptotique de la me´trique est celle de
Minkoswki.
Au niveau expe´rimental, l’invariance sous les transformations de Lorentz locales est teste´e
avec grande pre´cision a` travers la constance de la vitesse de la lumie`re c. L’invariance sous
translation dans le temps est aussi ve´rifie´e, a` travers la constance dans le temps des constantes
fondamentales de la physique, telles que la constante de structure fine αem, par exemple.
L’inde´pendance relative a` la position est aujourd’hui mesure´e pre´cise´ment par des expe´riences
bien connues de dilatation du temps et de redshift gravitationnel (de´calage vers le rouge). Les
expe´riences de redshift gravitationnel constituent le premier test de gravitation propose´ par
Einstein, meˆme si nous nous rendons compte qu’il ne permet en fait en rien une distinction
entre la Relativite´ Ge´ne´rale elle-meˆme et les autres the´ories me´triques. Une expe´rience typique
10Conside´rons l’interaction e´lectromagne´tique. Nous utilisons les unite´s de Lorentz-Heaviside : ε0 = µ0 = 1
et αem = e
2/4pi~c, ou` ~ est la constante de Planck et e la charge de l’e´lectron. Le potentiel vecteur est de´fini en
dimension par [Aµ] =
[
c4/G
]1/2
. Les e´quations pour l’e´lectromagne´tisme en pre´sence de gravitation s’e´crivent
de`s lors
F νµ
pν =
1
c
jµ
F[µνpρ] = 0 ,
ou` jµ est la densite´ de courant e´lectromagne´tique. Cette structure se re´duit bien aux e´quations de Maxwell en
Relativite´ Restreinte si et seulement si la connexion Γαµν s’annule.
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de redshift gravitationnel consiste a` mesurer le de´calage en fre´quence ∆ν = ν2−ν1 entre deux
standards de fre´quences identiques (deux horloges identiques), place´s au repos en deux points
diffe´rents, ~x1 et ~x2, dans un champ gravitationnel statique. Le phe´nome`ne sous-jacent utilise´
n’est autre que la dilatation du temps au voisinage d’une source gravitationnelle :
dτ =
√
g00(~x)dt . (1.104)
Sous la parame´trisation d’Eddington-Robertson, nous avons (soit toujours r = |~x|)
dτ '
(
1 +
V (r)
c2
)
dt , (1.105)
dans la mesure ou` le Principe Faible est ve´rifie´ (αppn = 1). Dans le cadre d’une the´orie
me´trique, l’invariance locale relative a` la position dans l’espace donne le de´calage comme
∆ν
ν
=
∆V
c2
, (1.106)
ou` ∆V = V (r2) − V (r1) est la diffe´rence des valeurs du potentiel gravitationnel aux deux
points conside´re´s. Ainsi, nous pouvons introduire dans l’expression pre´ce´dente un parame`tre
α′(EEP ), dont une valeur non nulle (fonction des caracte´ristiques de l’horloge et du point de
l’univers conside´re´) exprimerait une violation du Principe d’Equivalence d’Einstein :
∆ν
ν
=
(
1 + α′(EEP )
) ∆V
c2
. (1.107)
Les expe´riences de Pound-Rebka-Snider entre 1960 et 1965 en donnent les premiers tests de
haute pre´cision. Elles e´tudient le de´calage de la fre´quence d’un photon (gamma) e´mis par une
source de 57Fe apre`s son ascension ou sa chute dans une tour d’une vingtaine de me`tres de
haut. Le de´calage en fre´quence du photon a` l’arrive´e est mesure´ a` partir du taux d’absorption
par un atome de fer identique. L’utilisation de l’effet Mo¨ssbauer11 par implantation de la
source dans un cristal permet d’assurer une largeur de re´sonance faible et ainsi d’atteindre une
grande pre´cision dans la mesure du de´calage en fre´quence. L’accord avec les the´ories me´triques
est e´tabli avec une pre´cision de l’ordre du pourcent. Plus re´cemment, les mesures prises par
le satellite artificiel Galile´e pour le redshift gravitationnel de photons provenant du Soleil
ont atteint la meˆme pre´cision. D’autres expe´riences ont e´te´ re´alise´es, analysant directement
la dilatation du temps a` travers le de´calage d’horloges transporte´es en diffe´rents points du
champ gravitationnel de la Terre. La mesure la plus pre´cise donne un accord avec le Principe
d’Equivalence d’Einstein avec une pre´cision meilleure que le centie`me de pourcent [Ves80] :
α′(EEP ) ≤ 7× 10−5 . (1.108)
Principe d’Equivalence Fort
Toutes les the´ories me´triques de gravitation incluent le Principe d’Equivalence Faible et le
Principe d’Equivalence d’Einstein, tous deux confirme´s avec une grande pre´cision expe´rimen-
tale. Cependant la Relativite´ Ge´ne´rale de´finit une version plus forte du Principe d’Equivalence,
qui la distingue d’autres the´ories me´triques, telles que les the´ories de Brans-Dicke par exemple.
Le Principe d’Equivalence Fort (SEP pour Strong Equivalence Principle) postule :
11Selon cet effet, l’implantation dans un cristal permet de geler l’atome et de transmettre l’effet de recul duˆ
a` l’e´mission du photon au re´seau cristallin lui-meˆme.
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“Le Principe Faible est respecte´ pour les corps compacts (c’est-a`-dire
dont les e´nergies de liaison gravitationnelles internes sont non ne´gli-
geables) aussi bien que pour les corps-tests. Le re´sultat de toute ex-
pe´rience locale est inde´pendant de ou` et quand dans l’univers elle est
re´alise´e, ainsi que de la vitesse de chute libre du re´fe´rentiel dans lequel
elle est re´alise´e, que cette expe´rience soit de nature gravitationnelle ou
non gravitationnelle.”
(Effet Nordtvedt)
Au sein des the´ories scalaire-tenseur qui nous inte´ressent, les violations possibles du Prin-
cipe Fort trouvent leur origine dans une de´pendance spatiale ou temporelle de la constante de
gravitation universelle :
G→ G (x) . (1.109)
Le raisonnement qui suit montre que cette de´pendance induit automatiquement une violation
de l’universalite´ de la chute libre pour les corps compacts. Conside´rons en effet un corps
compact, c’est-a`-dire un syste`me dans lequel les e´nergies de liaison gravitationnelles sont
importantes, mais dont l’e´tendue est suffisamment restreinte pour nous permettre de ne´gliger
les inhomoge´ne´ite´s du champ gravitationnel externe en son sein. Outre les e´nergies de liaison
e´lectrofaible et forte, nous devons maintenant tenir compte des e´nergies gravitationnelles dans
la masse (inertielle) totale du syste`me :
m =
∫
d3~x ρ (~x) +
Egr
c2
+ ... , (1.110)
ou` l’e´nergie de liaison gravitationnelle Egr est donne´e par
Egr = −1
2
∫
d3~x
∫
d3~x ′
Gρ (~x) ρ (~x ′)
|~x− ~x ′|c2 , (1.111)
et ρ(~x) est la densite´ de matie`re au sein du corps conside´re´. La de´pendance de la constante de
Newton dans le point de l’espace-temps implique donc la de´finition d’une masse variable. La
partie de l’action de´finissant le mouvement des corps dans une the´orie me´trique (voir (1.15))
doit par conse´quent eˆtre ge´ne´ralise´e sous la forme
Smat = −c
∑
a
∫
ma (x) dsa . (1.112)
Les e´quations de “conservation” correspondantes sont
Tµν
pν =
∂T
∂xµ
, (1.113)
dont le terme de droite brise la loi de conservation de la masse e´tablie dans l’e´quation (1.18),
en accord avec le fait que la masse est fonction du point de l’espace-temps. Les e´quations du
mouvement pour un corps compact s’e´crivent de`s lors
u˙α + Γαµνu
µuν = c2
d lnm
dxµ
(
gµα − u
µuα
c2
)
. (1.114)
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La relation
−d lnm
d lnG
=
|Egr|
mc2
, (1.115)
donne les e´quations du mouvement suivantes dans la limite non relativiste (soit ~g l’acce´le´ration
newtonienne standard) :
~a− ~g = c2~∇ lnG |E
gr|
mc2
. (1.116)
Une de´pendance de la constante de Newton en fonction de la position implique donc
automatiquement la violation de l’universalite´ de la chute libre des corps compacts. Nous
pouvons parame´triser la de´pendance spatiale de G par un de´veloppement en fonction du
potentiel newtonien des sources, a` l’instar du de´veloppement d’Eddington-Robertson (1.81)
pour la me´trique :
G(~x) = G
(
1 + ηgr
V (r)
c2
)
. (1.117)
Le parame`tre ηgr sans dimension de´finit le de´veloppement au premier ordre post-newtonien,
et G est la valeur expe´rimentale de la constante de Newton, de´termine´e par la distribution
cosmologique de matie`re. L’acce´le´ration quasi-newtonienne des corps compacts admet donc
un terme anomal fonction de son e´nergie de liaison gravitationnelle interne :
~a =
(
1− ηgr |E
gr|
mc2
)
~g . (1.118)
Cet effet a` e´te´ e´tudie´ par Nordtvedt en 1968 [Nor68a, Nor68b]. Exactement comme nous l’avons
imagine´ pour les autres interactions (voir (1.99)), cette parame´trisation revient a` conside´rer
que l’e´nergie de liaison gravitationnelle des corps contribue de manie`re ine´gale a` leurs masses
inertielle et gravitationnelle,
mgr = min − ηgr |E
gr|
c2
. (1.119)
La violation de la chute libre universelle est ainsi associe´e a` un parame`tre αppn fonction des
e´nergies de liaison gravitationnelles du corps a conside´re´ :
αa(SEP )ppn = 1− ηgr
|Egr|
mc2
. (1.120)
Dans le cadre des the´ories me´triques, c’est la seule de´viation admise a` la valeur unitaire du
parame`tre αppn (voir (1.85)).
(Limites expe´rimentales)
L’existence d’une telle acce´le´ration anomale peut eˆtre e´tudie´e expe´rimentalement au sein
meˆme de notre syste`me solaire. Si l’effet Nordtvedt est pre´sent, la Terre doit tomber vers
le Soleil avec une acce´le´ration le´ge`rement diffe´rente de celle de la Lune. Il en re´sulte une
polarisation de l’orbite de la Lune autour de la Terre, en direction du Soleil. Cette polarisation
repre´sente une perturbation cyclique de la distance Terre - Lune de la forme
δr = 13.1ηgr cos (ω0 − ωs) t m , (1.121)
ou` ω0 et ωs sont les fre´quences angulaires de rotation respectives de la Lune et du Soleil autour
de la Terre (voir [Wil01] et re´fe´rences pour la valeur exacte du coefficient nume´rique). Depuis
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1969, des mesures re´gulie`res de la distance Terre - Lune sont re´alise´es graˆce au re´flecteur laser
de´pose´ sur le sol lunaire par la mission Apollo 11. Cette expe´rience de Te´le´me´trie - Laser
- Lune (TLL) mesure aujourd’hui le temps d’aller-retour des signaux laser entre diffe´rents
observatoires sur Terre et la Lune. La distance Terre - Lune est ainsi mesure´e avec une pre´cision
de l’ordre du centime`tre. Cette observation donne a priori une limite directe sur le parame`tre
ηgr, en termes de la relation (1.121).
Remarquons cependant que tous les tests du Principe d’Equivalence en laboratoire donnent
des contraintes pures sur le Principe Faible, les e´nergies de liaison gravitationnelles e´tant par-
faitement ne´gligeables par rapport aux autres interactions. Mais a` l’inverse, toute expe´rience
directe de la violation du Principe d’Equivalence dans des syste`mes de corps ce´lestes est un
test combine´ des Principes d’Equivalence Faible et Fort. Tous les types d’e´nergies de liaison
peuvent contribuer a` une diffe´rence entre masse inertielle et masse gravitationnelle, c’est-a`-dire
a` une valeur anomale du parame`tre αppn :
αa(WEP+SEP )ppn − 1 =
∑
A
ηA
EA
mac2
− ηgr |E
gr|
mac2
. (1.122)
Substituant cette relation dans les e´quations (1.101) et (1.102), nous obtenons le rapport
d’Eo¨tvo¨s pour les acce´le´rations de la Lune et de la Terre en direction du Soleil. Il s’exprime
comme la somme des contributions associe´es a` la violation du Principe Faible et du Principe
Fort respectivement :
η =
δa
as
= ηWEP + ηSEP , (1.123)
ou`
ηWEP =
δaWEP
as
=
∑
A
ηA
(
EAt
mtc2
− E
A
l
mlc2
)
, (1.124)
et
ηSEP =
δaSEP
as
= −ηgr
( |Egrt |
mtc2
− |E
gr
l |
mlc2
)
. (1.125)
Si nous voulons obtenir une limite pure sur le Principe d’Equivalence Fort, il est ne´cessaire de
soustraire aux re´sultats de te´le´me´trie l’e´ventuelle anomalie due a` la diffe´rence de composition
de la Terre et de la Lune (c’est-a`-dire a` la violation du Principe Faible). La limite obtenue sur
le mouvement anomal du syste`me Terre - Lune, transpose´e en termes de la diffe´rence de leurs
acce´le´rations δa = (at−al) dans le champ du Soleil donne la contrainte [Dic94, WND96, Mu¨l99]
δa(TLL)
as
= (3.2± 4.6)× 10−13 , (1.126)
ou` as = (at + al)/2. Les limites habituelles sur le parame`tre ηWEP en laboratoire sont de
l’ordre de ηWEP ≤ 10−12, mais une contrainte spe´cifique existe, ηWEP ≤ 4 × 10−13 , pour
l’acce´le´ration relative de corps dont les compositions simulent celles de la Terre et de la Lune
[Bae99]12. L’incertitude re´sultante sur l’amplitude de l’effet Nordtvedt est donne´e par
ηSEP = η − ηWEP (1.127)
= (−0.4± 5.5)× 10−13 . (1.128)
12Le cœur de la Terre est essentiellement compose´ de fer et de nickel, alors que la structure de son man-
teau comme celle de la Lune est faite de silicates. L’expe´rience en laboratoire consiste a` mesurer l’(absence
d’)acce´le´ration relative entre deux corps-tests, l’un dont la structure s’apparente a` celle du cœur terrestre, et
l’autre simulant la composition de la Lune et du manteau terrestre. La limite sur l’acce´le´ration relative de la
Terre et de la Lune due a` la diffe´rence de leurs compositions est ainsi donne´e en fonction de la limite pour les
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Les e´nergies de liaison gravitationnelles par unite´ de masse de la Lune et de la Terre e´tant
donne´es par |Egrl |/mlc2 = 0.2 × 10−10 et |Egrt |/mtc2 = 4.6 × 10−10, nous obtenons la limite
supe´rieure suivante sur le parame`tre de violation du Principe d’Equivalence Fort :
|ηgr| ≤ 1.3× 10−3 (TLL) . (1.129)
L’effet Nordtvedt trouve son origine dans la de´pendance spatiale de G. Mais la de´pendance
de la constante de gravitation en fonction de la position dans l’espace-temps constitue en tant
que telle une violation du Principe d’Equivalence Fort. Un second type de test expe´rimental
est ge´ne´ralement avance´, qui consiste en l’e´tude des variations temporelles de la constante de
Newton. La plupart des the´ories de la gravitation qui violent le Principe Fort pre´disent une telle
variation de G au cours de l’e´volution de l’univers. Diffe´rentes contraintes observationnelles
peuvent eˆtre place´es sur le rapport G˙/G, par l’e´tude de l’e´volution du Soleil, par l’observation
d’occultations lunaires, par les mesures de te´le´me´trie, ou encore par l’e´tude du mouvement
orbital de pulsars binaires. Les meilleures limites [Wil01] viennent cependant des expe´riences
de te´le´me´trie lunaire ainsi que vers les sondes Viking, donnant une variation maximale relative
par anne´e de
G˙
G
≤ 10−12 an−1 . (1.130)
Notons pour terminer que la prise en compte des donne´es de te´le´me´trie lunaire les plus re´centes
[Wil00] semble de´ja` poser des contraintes meilleures par rapport aux re´sultats publie´s [Dic94,
WND96, Mu¨l99] pour le parame`tre ηgr et pour le taux de changement de G.
Il nous reste a` comprendre les raisons profondes qui font que la Relativite´ Ge´ne´rale se
distingue des autres the´ories me´triques de gravitation par l’inclusion du Principe d’Equivalence
dans sa version forte. Ceci nous permettra d’interpre´ter toutes les contraintes expe´rimentales
sur ce dernier comme des tests de pre´cision de la the´orie d’Einstein, notamment face aux
the´ories scalaire-tenseur.
Champs auxiliaires et Principe d’Equivalence Fort
L’e´tude du Principe d’Equivalence Fort se re´sume a` l’analyse d’expe´riences gravitation-
nelles locales (en chute libre) et de l’acce´le´ration de corps compacts dans un champ gravita-
tionnel. Le raisonnement qui suit montre dans un premier temps que la pre´sence de champs de
gravitation auxiliaires implique une violation du Principe d’Equivalence Fort (condition suffi-
sante). Nous sugge´rons ensuite que l’absence de champs de gravitation auxiliaires en Relativite´
Ge´ne´rale implique le respect du Principe d’Equivalence Fort (condition ne´cessaire).
Nous conside´rons donc une quelconque the´orie me´trique de la gravitation, au sein de
laquelle des champs de gravitation auxiliaires, tels que le champ scalaire de Brans-Dicke, se
couplent a` la me´trique (exclusivement). Nous e´tudions un syste`me de masses en interaction
gravitationnelle dans un re´fe´rentiel en chute libre locale. Le comportement du syste`me est
de´fini par la me´trique. Dans un premier temps, les solutions pour la me´trique et les autres
champs de gravitation dans l’environnement gravitationnel exte´rieur au syste`me local doivent
corps e´tudie´s en laboratoire (δatest) par
δaWEP = (ft − fl) δatest ,
ou` ft = 0.382 et fl = 0.101 sont les fractions respectives des masses de la Terre et de la Lune, faites de fer et
de nickel.
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eˆtre de´finies. Les solutions pour les champs de gravitation ge´ne´re´s par le syste`me lui-meˆme
sont ensuite e´tablies en fonction des valeurs aux limites donne´es par les champs exte´rieurs.
Dans un re´fe´rentiel en chute libre locale, la valeur de la me´trique aux frontie`res du syste`me
est donne´e par la me´trique de Minkowski. Mais les valeurs limites des champs auxiliaires
(couple´s a` la me´trique) influencent la structure de la me´trique interne ge´ne´re´e par le syste`me.
Le re´sultat d’expe´riences gravitationnelles locales de´pend ainsi de la position et de la vitesse
de chute libre du syste`me. Par contre, les expe´riences non gravitationnelles ne sont en rien
affecte´es, puisque les champs gravitationnels qu’elles ge´ne`rent sont suppose´s ne´gligeables et
que les champs auxiliaires, de´finis par leurs valeurs aux frontie`res, ne sont pas directement
couple´s a` la matie`re. La pre´sence de champs de gravitation auxiliaires est donc associe´e a` une
violation du Principe d’Equivalence Fort.
La Relativite´ Ge´ne´rale identifie la me´trique de l’espace-temps comme unique champ de
gravitation. D’une part, en vertu du raisonnement pre´ce´dent, la me´trique ge´ne´re´e par un
syste`me en chute libre locale n’y est fonction que des proprie´te´s du syste`me. Elle est donc
inde´pendante du point et de la vitesse de chute libre. D’autre part, nous ve´rifions dans la
section suivante que l’acce´le´ration des corps compacts dans un champ gravitationnel y est
effectivement universelle, du moins dans la limite non relativiste13.
The´ories de Brans-Dicke pour des corps compacts
Nous pouvons finalement e´tudier le Principe d’Equivalence Fort, dans le cadre restreint
de la Relativite´ Ge´ne´rale et des the´ories de Brans-Dicke. D’une part, la constante de Newton
de´pend de la valeur asymptotique du champ scalaire :
G→ G (Φb (x)) . (1.131)
La de´pendance explicite est donne´e par l’e´quation (1.65). Il en re´sulte imme´diatement que le
re´sultat d’une expe´rience locale gravitationnelle (expe´rience de Cavendish ou autre) est e´vi-
demment fonction du point de l’espace-temps ou` elle est re´alise´e, a` travers la valeur asymp-
totique locale du champ scalaire.
D’autre part, la de´termination du mouvement de corps compacts au sein d’une the´orie
me´trique est a` nouveau de´finie en deux e´tapes. D’abord, il faut re´soudre les e´quations de
champs comple`tes au sein des corps eux-meˆmes et dans leur voisinage (l’approximation post-
newtonienne n’e´tant plus justifie´e en champ fort), ainsi que les e´quations post-newtoniennes
dans les re´gions se´parant les corps entre eux, pour ensuite connecter ces solutions dans la
re´gion interme´diaire. Les contraintes qui en re´sultent de´finissent les e´quations du mouvement
recherche´es. Cette approche a e´te´ initie´e par Einstein, Infeld et Hoffmann, dans le cadre de la
Relativite´ Ge´ne´rale. Mais, par le raisonnement pre´ce´dent, nous savons que la structure interne
des corps compacts, et en conse´quence leur e´nergie de masse, est modifie´e par la pre´sence de
champs de gravitation auxiliaires :
m→ m (Φb (x)) . (1.132)
Nous adoptons donc ici une approche simplifie´e, due a` Eardley [Ear75], pour l’e´tude du mou-
vement des corps compacts. Cette approche consiste a` conside´rer une de´pendance explicite
de la masse de ces corps dans la valeur asymptotique locale Φb du champ scalaire, tout en
13Ce re´sultat est de´montre´ a` un ordre supe´rieur dans l’approximation post-newtonienne [Wil93a, PW02],
mais aucune preuve comple`te n’est e´tablie a` ce jour.
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les conside´rant comme ponctuels. Les e´quations de champs et du mouvement sont modifie´es
en conse´quence et de manie`re a` inclure les effets de violation de Principe d’Equivalence Fort.
Notamment, le mouvement des corps compacts n’est plus ge´ode´sique, et dans la limite new-
tonienne, l’acce´le´ration anomale associe´e a` l’effet Nordtvedt, conse´quence ine´luctable de la
de´pendance de la constante de gravitation en fonction de la position, apparaˆıt explicitement.
L’action pour les champs de matie`re (voir (1.47)) est donc remplace´e par
S
(bd′)
mat = −c
∑
a
∫
ma (Φ) dsa . (1.133)
La the´orie comple`te se re´e´crit donc sous la forme
S(bd
′) = − c
3
16pi
∫
d4x
√−g
(
ΦR− ω
Φ
Φ,αΦ,α
)
+
∫
d4x
√−gLmat (Ψ, gµν ,Φ) , (1.134)
ou` la de´pendance explicite de la densite´ lagrangienne de matie`re dans le champ scalaire est
donne´e par l’e´quation (1.133). Les e´quations de champs (1.48) pour la me´trique restent in-
change´es, alors qu’un terme supple´mentaire apparaˆıt dans l’e´quation (1.49) pour le champ
scalaire :
Φpα
pα =
8pi
c4
1
2ω + 3
(
T − 2Φ∂T
∂Φ
)
. (1.135)
Les e´quations de conservation sont e´tendues,
Tµν
pν = Φ
,µ∂T
∂Φ
, (1.136)
et les e´quations du mouvement s’ensuivent :
u˙α + Γαµνu
µuν = c2
d lnm
d ln Φ
ϕ,µ
(
gµα − u
µuα
c2
)
. (1.137)
Ces deux dernie`res expressions de´coulent imme´diatement des relations (1.113) et (1.114) ou`
la de´pendance de la masse dans la position est donne´e par la valeur asymptotique locale du
champ scalaire.
L’expression exacte de l’effet Nordtvedt de´coule en fait directement de la relation (1.65),
qui nous donne le de´veloppement (1.117) de la constante de gravitation dans le potentiel
newtonien a` travers le champ scalaire induit par la source exte´rieure. Pour une source non
compacte, le champ scalaire Φb(x) est donne´ au premier ordre par la solution (1.74) :
ϕ (~x) =
Φb (~x)
Φ0
− 1 = −ξ V (r)
c2
, (1.138)
ou` V (r) = −GM/r est le potentiel newtonien de la source (r = |~x|). La constante de Newton
(pour le syste`me Terre - Lune dans le champ du Soleil) se de´veloppe donc comme
Gb = G
(
1 + ξ
V (r)
c2
)
. (1.139)
Le parame`tre associe´ a` l’effet Nordtvedt (voir (1.117) et (1.118)) dans les the´ories scalaire-
tenseur de Brans-Dicke, est donc donne´ par le couplage scalaire ξ :
ηgr(bd) ≡ ξ . (1.140)
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Pour eˆtre complet, nous mentionnons ici l’expression ge´ne´rale exacte de l’interaction non
relativiste en fonction des e´nergies de liaison de chacun des corps. L’e´quation scalaire e´tant
modifie´e pour une source compacte (1.135), le champ scalaire qu’elle de´veloppe dans la limite
statique s’exprime au premier ordre comme
ϕ (~x) =
Φb (~x)
Φ0
− 1 = −ξ (1− 2s) V (r)
c2
. (1.141)
Le parame`tre s ≡ (d lnm/d ln Φ)|Φ0 de´finit la sensitivite´ de la masse (source) par rapport au
champ scalaire. Ce champ e´tant couple´ a` la me´trique, il en modifie les solutions. Notamment,
pour la composante 00 (a` travers les solutions inchange´es pour la perturbation θµν),
h00 (~x) = (1− ξs) 2V (r)
c2
. (1.142)
Introduisant ces solutions dans la limite non relativiste de l’e´quation du mouvement (1.137)
pour un corps de sensitivite´ s1,
ai = −c2
(
1
2
h00,i + s1ϕ,i
)
, (1.143)
nous obtenons l’acce´le´ration, dite quasi-newtonienne, dans le champ d’un corps de sensitivite´
s2 :
~a = (1− ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)~g . (1.144)
De fac¸on ge´ne´rale, nous e´crivons encore cette acce´le´ration comme purement newtonienne, a`
travers la rede´finition de la constante de gravitation pour le syste`me a` deux corps conside´re´ :
G12 = (1− ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)G . (1.145)
En vertu de la relation (1.65) entre la constante de Newton et la valeur limite du champ
scalaire, la sensitivite´ d’un corps s’identifie a` son e´nergie de liaison par unite´ de masse :
s =
d lnm
d ln Φ |Φ0
= −d lnm
d lnG
=
|Egr|
mc2
. (1.146)
Ainsi, en particulier, pour une source non compacte, nous retrouvons une fois encore l’ex-
pression de l’effet Nordtvedt. Notons que la compacite´ de la source (le Soleil) n’entre pas en
compte dans l’e´tude de la polarisation de l’orbite lunaire (au premier ordre dans les e´nergies
de liaison), puisque cette polarisation re´sulte de l’acce´le´ration relative de la Lune par rapport
a` la Terre dans le champ du Soleil.
Limites expe´rimentales
Dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke, les limites expe´rimentales sur la violation du
Principe Fort donnent naturellement une contrainte sur le couplage scalaire. Le re´sultat (1.129)
donne en effet
ω ≥ 1000 . (1.147)
Cette contrainte est du meˆme ordre de pre´cision que les autres tests en champ faible, confir-
mant les pre´dictions de la Relativite´ Ge´ne´rale avec une pre´cision de l’ordre du dixie`me de
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pourcent. Les re´sultats de mesures de de´flexion de la lumie`re par le V LBI offrent cependant
toujours la meilleure limite (ω ≥ 3500).
Dans le cadre ge´ne´ral des the´ories me´triques, ce parame`tre est donne´ par la combinaison
post-newtonienne suivante :
ηgr = 4βppn − γppn − 3 , (1.148)
expression qui se re´duit bien a` ηgr = ξ dans le cadre particulier des the´ories de Brans-Dicke.
Dans ce contexte plus ge´ne´ral, les mesures de violation directe du Principe d’Equivalence Fort
offrent la meilleure limite actuelle sur le parame`tre βppn (γppn e´tant mesure´ e´gal a` l’unite´ avec
une pre´cision meilleure par les expe´riences du V LBI : |γppn − 1| ≤ 3× 10−4) :
|βppn − 1| ≤ 6× 10−4 (TLL) . (1.149)
Ce re´sultat est pre`s d’un ordre de grandeur au-dela` de la contrainte obtenue a` partir de la
pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure (|βppn − 1| ≤ 3× 10−3).
1.6 Approche alternative
Jusque-la`, nous avons conside´re´ la gravitation dans l’approche ge´ome´trique classique qui
lui est propre. Les interactions du Mode`le Standard sont de´crites dans le formalisme de la
the´orie quantique des champs, avec lequel nous supposons le lecteur familier. Dans cette sec-
tion, nous comple´tons notre e´tude des phe´nome`nes de gravitation en champ faible dans une
approche rudimentaire de “the´orie des champs” pour la description de l’interaction gravita-
tionnelle. Nous conside´rons les the´ories line´arise´es de´finies par la Relativite´ Ge´ne´rale d’une
part, et les the´ories de Brans-Dicke d’autre part. Dans ce formalisme, les ondes qui propagent
l’interaction classique a` la vitesse de la lumie`re sont de´crites en termes de la propagation re´elle
et virtuelle de particules non massives (le graviton, d’he´licite´ 2, et e´ventuellement une parti-
cule scalaire) en interaction avec les champs du Mode`le Standard. Les propagateurs et vertex
d’interaction associe´s doivent eˆtre identifie´s. L’interaction classique entre corps est de´finie en
termes d’une amplitude de diffusion ge´ne´rale, a` partir de laquelle nous pouvons re´e´tudier
l’interaction gravitationnelle dans la the´orie line´arise´e.
Relativite´ Ge´ne´rale
La the´orie line´arise´e est donne´e par le de´veloppement de l’action S(rg) a` l’ordre dominant
dans la perturbation hµν . Pour une normalisation canonique, nous rede´finissons la perturba-
tion par un de´veloppement dans la constante de couplage κ
gµν = ηµν +
√
2cκhµν ,
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et l’action d’Einstein pour le champ de gravitation (hµν)
14 en interaction avec les champs de
matie`re (Tµν) se re´duit a`
S
(2)
(rg) (hµν , κ) ≡
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
αβ∂µhαβ − 1
4
∂µh∂
µh+
1
2
∂µh∂νhµν
− 1
2
∂νh
µν∂ρhµρ
)
−
√
κ
2c
hµνTµν
]
. (1.151)
Les e´quations line´arise´es (1.23) peuvent eˆtre de´rive´es de cette forme de l’action. Tµν est le
tenseur e´nergie-moment pour la matie`re donne´ dans l’approximation (1.28). Tout comme
dans le cas de l’e´lectromagne´tisme, l’introduction d’un terme brisant la syme´trie de jauge
est ne´cessaire pour e´viter l’apparition de singularite´s dans la the´orie des champs. Ajoutant le
terme (1/2) ∂ν h¯
µν∂ρh¯µρ, nous re´e´crivons l’action sous la forme
S
(2)
(rg) (hµν , κ) =
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
αβ∂µhαβ − 1
8
∂µh∂
µh
)
−
√
κ
2c
hµνTµν
]
. (1.152)
Les e´quations correspondantes sont les e´quations line´arise´es dans la jauge harmonique (1.27).
Dans le vide, ces e´quations d’ondes de´finissent la propagation d’une particule non massive, le
graviton :
1
2
2
(
hµν − 1
2
ηµνh
)
= 0 . (1.153)
Les deux polarisations physiques (transverses et sans trace) ainsi que l’he´licite´ 2 du graviton
sont e´tablies par les proprie´te´s correspondantes des ondes gravitationnelles identifie´es par ces
meˆmes e´quations dans l’analyse classique.
Le propagateur du graviton est de´fini comme fonction de Green des e´quations du mouve-
ment Gµν,αβ :
1
4
2 [ηµγηνδ + ηµδηνγ − ηµνηγδ]Gµν,αβ
(
x− x′) = −1
2
(
δαγδ
β
δ + δ
α
δδ
β
γ
)
δ4
(
x− x′) . (1.154)
Dans l’espace des moments, pour un moment de transfert q, il est donne´ par la structure
Gµν,αβ(q) =
ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ
q2 + iε
. (1.155)
Le terme d’interaction (∼ hµνTµν) de´finit un vertex triline´aire pour l’interaction entre le champ
de gravitation et la matie`re, dont le tenseur e´nergie-moment est une forme quadratique des
champs (pour un champ fermionique ψ autant que pour un scalaire φ, ou un vecteur Vµ) :
hµν
√
κ′
2c T
µν
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
14Dans le cadre de la the´orie des champs, le syste`me d’unite´s ge´ne´ralement utilise´ de´finit les unite´s naturelles
~ = c = 1, ou` ~ est la constante de Planck, et c, la vitesse de la lumie`re. Sauf mention explicite, nous travaillons
dans les unite´s standard du syste`me international MKSA, comme nous l’avons fait jusqu’ici dans notre analyse
classique. Toutefois, nous de´finissons les actions pour les the´ories de champs dans la normalisation canonique
des termes cine´tiques. Ceci revient a` rede´finir la dimension des champs, scalaire φ, e´lectromagne´tique Aµ,
gravitationnel hµν , ... de la fac¸on suivante :
[φ] = [Aµ] = [hµν ] = ... =
[
c3/G
]1/2
.
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Ainsi, dans l’espace des impulsions, une amplitude d’interaction entre deux champs prend la
forme
M(rg) =
1
c5
N 4pi
[
GT (1)µν G
µν,αβ (q)T
(2)
αβ
]
, (1.156)
ou` T
(1)
µν et T
(2)
µν sont les expressions des tenseurs e´nergie-moment pour les champs conside´re´s, en
fonction des impulsions entrantes et sortantes. G est la constante d’interaction, q le moment
de transfert et N , un coefficient de normalisation standard donne´ par le formalisme de la
the´orie des champs.
The´ories de Brans-Dicke
Conside´rons les the´ories scalaire-tenseur sous leur forme originale (1.47). Nous rede´finissons
a` nouveau les perturbations en fonction des couplages tensoriel κ′ et scalaire α2κ′, pour obtenir
une normalisation canonique,
gµν = ηµν +
√
2cκ′hµν
Φ = Φ0
(
1 + α
√
2cκ′ϕ
)
. (1.157)
La the´orie line´arise´e qui de´coule du de´veloppement de l’action S(bd) a` l’ordre dominant dans
les perturbations θµν et ϕ est donne´e par
S
(2)
(bd) = S
(2)
(rg)
(
θµν , κ
′
)
+ S
(2)
(sc) (ϕ, α) . (1.158)
L’action
S
(2)
(rg)
(
θµν , κ
′
)
=
∫
d4x
[(
1
4
∂µθ
αβ∂µθαβ − 1
4
∂µθ∂
µθ +
1
2
∂µθ∂νθµν
− 1
2
∂νθ
µν∂ρθµρ
)
−
√
κ′
2c
θµνTµν
]
, (1.159)
donne la the´orie line´arise´e pour la Relativite´ Ge´ne´rale (voir (1.151)), a` la constante de couplage
pre`s. L’action
S
(2)
(sc) (ϕ, α) ≡
∫
d4x
[
1
2
(∂µϕ∂
µϕ) + α
√
κ′
2c
ϕT
]
, (1.160)
de´finit l’interaction scalaire, ou` la trace T est donne´e par T = ρc2. L’interaction scalaire-
tenseur se re´sume donc effectivement a` la somme directe de l’interaction tensorielle de la
Relativite´ Ge´ne´rale et d’une interaction scalaire de´couple´e de la premie`re. Pour le champ
scalaire, les e´quations d’ondes dans le vide identifient une particule scalaire (d’he´licite´ nulle)
non massive.
Le propagateur associe´ est donne´ par la forme canonique
∆F (q) =
1
q2 + iε
. (1.161)
Le terme d’interaction (∼ ϕT ) de´finit un vertex triline´aire pour l’interaction entre le champ
scalaire de gravitation et les champs de matie`re :
ϕ
α
√
κ′
2c T
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
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Les amplitudes d’interaction entre deux champs de matie`re s’e´crivent de`s lors comme la somme
des amplitudes tensorielle et scalaire correspondantes,
M(bd) = MT +MS (1.162)
=
1
c5
N 4pi
[
G′ T (1)µν G
µν,αβ (q)T
(2)
αβ + α
2G′ T (1)∆F (q)T
(2)
]
, (1.163)
avec des poids relatifs G′ et α2G′.
Dans chaque the´orie, certains phe´nome`nes de champ faible peuvent ainsi eˆtre de´duits par
le calcul des amplitudes de Feynmann que nous venons de de´finir. Notamment, le potentiel
classique d’interaction est donne´ par l’amplitude de diffusion de deux particules dans la limite
non relativiste statique (T µν ≡ ρc2δµ0δν0). En Relativite´ Ge´ne´rale, le potentiel de Newton est
assimile´ a` l’amplitude de diffusion de deux champs ψ1 et ψ2 par un graviton. Dans le cadre
d’une the´orie scalaire-tenseur, l’amplitude du couplage est partage´e entre les interactions ten-
sorielle et scalaire :
M(bd) (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
+ ϕ
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
α
α
=
1
c
N (1 + α2)G′m1m2
(
4pi
−~q 2
)
. (1.164)
Le vecteur ~q donne la partie spatiale du moment de transfert. Cette amplitude identifie exac-
tement la transforme´e de Fourier du potentiel de Newton ((1 + α2)G′ = G). Nous utilisons
cette approche au chapitre 5, dans l’e´tude de diffe´rentes formes de violation du Principe
d’Equivalence au-dela` des the´ories scalaire-tenseur.
Signalons encore que meˆme des phe´nome`nes purement relativistes peuvent eˆtre compris
dans le cadre de ce formalisme. La de´flexion de la lumie`re, par exemple, peut eˆtre obtenue a`
travers l’amplitude de diffusion d’un photon (γ) et d’un scalaire massif (φ) par l’interaction
gravitationnelle. Dans ce cas, la trace du tenseur e´nergie-moment associe´ pour le photon e´tant
nulle (T (γ) = 0, par invariance d’e´chelle), l’interaction scalaire ne contribue pas a` la de´flexion
de la lumie`re :
M(bd) (γφ→ γφ) = hµν
γ γ
φ φ
+ 0 (scalaire) .
La diffe´rence de pre´diction des the´ories scalaire-tenseur avec la Relativite´ Ge´ne´rale pour l’am-
plitude de la de´flexion re´sulte donc uniquement de la diffe´rence des constantes de couplage.
Nous retrouvons donc le re´sultat pre´ce´demment e´tabli (voir (1.89)) :
δθ(bd) =
G′
G
δθ(rg) =
1
1 + α2
δθ(rg) =
1 + γ
(bd)
ppn
2
δθ(rg) . (1.165)
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Notons finalement que l’e´mission d’ondes gravitationnelles pourrait encore eˆtre de´finie a` partir
des amplitudes associe´es aux vertex d’interaction eux-meˆmes.
Dans le cadre des the´ories scalaire-tenseur, le formalisme complet de “the´orie des champs”
pour l’e´tude des phe´nome`nes gravitationnels a e´te´ de´veloppe´ jusqu’au second ordre post-
newtonien [DEF96a].
Conclusion
En conclusion, la Relativite´ Ge´ne´rale passe les tests majeurs de gravitation en champ
faible. La de´flexion de la lumie`re, l’effet Shapiro, la pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure et le
Principe d’Equivalence sont e´tudie´s a` travers les parame`tres γppn et βppn du de´veloppement
post-newtonien d’ordre 1, et leur mesure ve´rifie les pre´dictions de la the´orie d’Einstein, avec
une pre´cision supe´rieure au dixie`me de pourcent. Les meilleures contraintes, de´finies par la
de´flexion de la lumie`re au voisinage du Soleil et l’e´tude du mouvement orbital de la Lune
autour de la Terre donnent respectivement |γppn− 1| ≤ 3× 10−4 et |βppn− 1| ≤ 6× 10−4. Ces
contraintes ne permettent pas d’exclure une e´ventuelle composante scalaire de gravitation,
mais le couplage scalaire associe´ est au moins quatre ordres de grandeur infe´rieur au couplage
me´trique. Au-dela` de l’ame´lioration de la sensibilite´ expe´rimentale de ces meˆmes tests, d’autres
laboratoires doivent eˆtre imagine´s, si nous voulons statuer plus pre´cise´ment sur l’existence
d’un champ de gravitation auxiliaire. Au chapitre suivant, nous abordons l’e´tude des ondes
gravitationnelles comme un domaine de test important de nos the´ories de la gravitation.
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Chapitre 2
Ondes de gravitation
L’e´tude des radiations gravitationnelles constitue un terrain de test important de la gravi-
tation [Wil01]. L’existence meˆme d’ondes gravitationnelles e´tant une caracte´ristique de toute
the´orie relativiste de la gravitation, c’est dans les proprie´te´s particulie`res de ces ondes que la
distinction entre diffe´rentes the´ories peut eˆtre re´alise´e. D’une part, certaines the´ories (dont
nous ne parlerons pas ici) pre´disent une diffe´rence entre la vitesse des ondes de gravitation
et la vitesse de la lumie`re. D’autre part, comme notre analyse de la Relativite´ Ge´ne´rale et
des the´ories de Brans-Dicke nous l’a de´ja` sugge´re´, la structure des radiations, en termes de
l’he´licite´ des ondes et des e´tats de polarisation physiques, varie d’une the´orie a` l’autre. Par
exemple, un mouvement quadrupolaire des sources est ne´cessaire pour produire des radiations
dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale, alors que l’explosion purement sphe´rique d’une super-
nova sera de´ja` source d’e´ventuelles ondes scalaires. Mais l’analyse de ces proprie´te´s ne´cessite
la de´tection directe des ondes. La difficulte´ majeure rencontre´e dans ce domaine est lie´e a`
l’extreˆme faiblesse des signaux attendus, de par leur nature gravitationnelle meˆme. C’est la
raison pour laquelle aucune confirmation expe´rimentale directe n’a pu eˆtre apporte´e a` ce jour
pour l’existence meˆme des ondes de gravitation1. Cependant, l’e´mission de radiations gravita-
tionnelles correspond a` une perte d’e´nergie au sein des sources. Cette perte d’e´nergie peut eˆtre
associe´e a` des effets observables pour des sources de´finissant un champ gravitationnel fort, tels
que la diminution de la pe´riode orbitale de syste`mes d’e´toiles binaires. Ce phe´nome`ne a e´te´
mesure´ pour la premie`re fois a` la fin des anne´es 1970, par Hulse et Taylor, dans une double
e´toile a` neutrons, le PSRB1913+16, en accord avec les pre´dictions de la Relativite´ Ge´ne´rale.
Cette mesure a de´ja` pu eˆtre re´pe´te´e dans un second pulsar binaire comprenant deux e´toiles a`
neutrons, le PSRB1534+12. L’analyse de ces deux“laboratoires”constitue aujourd’hui encore
l’unique preuve expe´rimentale, indirecte, de l’existence des ondes de gravitation. Au-dela` de la
the´orie d’Einstein, une perte d’e´nergie propre est associe´e a` chaque composante gravitation-
nelle (tensorielle, scalaire, vectorielle, etc.). Ces contributions s’additionnent et la distinction
entre diffe´rentes the´ories est envisageable a` travers l’e´tude de cette “re´action” des sources de
1La de´tection directe des ondes gravitationnelles est envisage´e a` travers deux principes de de´tection dif-
fe´rents. Les antennes de masses sont des structures importantes dont l’interaction avec une onde incidente
doit produire un phe´nome`ne de re´sonance me´canique de´tectable. Les interfe´rome`tres sont constitue´s de deux
cavite´s laser sous vide dont les extre´mite´s sont de´limite´es par des masses libres de se mouvoir dans le plan
horizontal. L’impact d’une onde produit une modification relative des longueurs des deux bras, analyse´e par
interfe´rome´trie laser. Ces de´tecteurs devraient permettre, outre la de´tection des ondes, une analyse de´taille´e
de leur structure, ainsi que l’e´tude des syste`mes sources (voir [Tho95, Sch99a, Sch99b] dans le cadre de la
Relativite´ Ge´ne´rale, et [Wil94, Bia98, Fuc00] pour les the´ories scalaire-tenseur).
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radiations gravitationnelles.
La premie`re section de ce chapitre de´finit le taux d’e´mission de radiations quadrupolaires
dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale. Nous e´tudions ensuite en de´tail le PSRB1913 + 16
(section 2.2), dont l’observation a conduit a` l’e´vidence expe´rimentale la plus forte pour les
ondes de gravitation. La section 2.3 e´tablit la dominance the´orique des radiations scalaires
dipolaires dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke, sugge´rant de´ja` que l’e´tude de la de´crois-
sance orbitale de syste`mes binaires puisse de´finir des contraintes importantes sur le couplage
scalaire.
2.1 Quadrupole (Relativite´ Ge´ne´rale)
L’expression du taux d’e´mission de radiations gravitationnelles en fonction de la structure
du mouvement des sources est ici de´rive´e dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale. Seuls les
termes dominants, d’ordre O(1/c5), induits par le mouvement quadrupolaire des sources, sont
de´finis.
Structure quadrupolaire des ondes de gravitation
Si nous reprenons le de´veloppement (1.22) de la me´trique, les e´quations d’Einstein com-
ple`tes peuvent s’e´crire sous forme d’e´quations d’ondes non line´aires :
2h¯µν + ηµν∂
α∂βh¯αβ − ∂(µ∂λh¯λν) = −2κτ (rg)µν . (2.1)
Le pseudo-tenseur τ
(rg)
µν , source de la perturbation h¯µν , est de´fini par la relation
τ (rg)µν = Tµν + t
(rg)
µν , (2.2)
ou`
κt(rg)µν =
(
R(1)µν −
1
2
ηµνR
(1)
)
−
(
Rµν − 1
2
gµνR
)
, (2.3)
et ou` l’indice (1) de´finit le de´veloppement au premier ordre dans la perturbation. Les identite´s
de Bianchi satisfaites par le tenseur de Ricci line´arise´,(
Rµν(1) − 1
2
ηµνR(1)
)
,ν
≡ 0 , (2.4)
impliquent la conservation locale de τ
(rg)
µν :
τµν(rg),ν = 0 . (2.5)
Ces e´quations de´finissent le pseudo-tenseur t
(rg)
µν comme le tenseur e´nergie-moment associe´
aux champs de gravitation. Nous avons vu que l’e´nergie et la quantite´ de mouvement pour la
matie`re ne sont conserve´es que dans la limite non relativiste (T µν,ν = 0). Les e´quations (2.5)
sont e´quivalentes aux relations exactes T µν
pν = 0. Elles donnent une loi de conservation exacte
de l’e´nergie et de la quantite´ de mouvement, si les contributions gravitationnelles sont prises
en compte autant que la matie`re elle-meˆme (voir (2.2)).
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Ainsi, les termes sources des radiations gravitationnelles sont identifie´s dans la structure
comple`te (non line´aire) des e´quations d’Einstein. Dans la jauge harmonique (1.26), les e´qua-
tions d’ondes correspondantes s’e´crivent
2h¯µν = −2κτµν , (2.6)
ou` l’indice (rg) est sous-entendu. La solution formelle a` ces e´quations est donne´e en termes
d’un potentiel retarde´ :
h¯µν (~x, t) = −4G
c4
∫
d3~x ′
τµν (~x
′, t− |~x− ~x ′|/c)
|~x− ~x ′| . (2.7)
Nous e´tudions ces solutions a` grande distance R des sources, R rc (rc identifiant la dimen-
sion caracte´ristique des sources conside´re´es), et dans la limite de mouvements lents : λ  rc
(λ identifiant la longueur d’onde caracte´ristique)2. Nous pouvons de`s lors e´crire la solution en
termes du de´veloppement multipolaire suivant :
h¯µν (~x, t) = − 4G
Rc4
∞∑
m=0
1
m!
∫
d3~x ′
(
~n · ~x ′
c
)m
· ∂
m
∂tm
(
τµν
(
~x ′, t−R/c)) . (2.8)
Le temps t − R/c identifie l’instant d’e´mission de l’onde, et le vecteur unitaire ~n = ~x/R
de´finit la direction source - observateur (ligne de vise´e), dans un re´fe´rentiel ou` la source est
a` l’origine. A l’ordre dominant (monopolaire relativement a` la source τij), l’amplitude des
radiations gravitationnelles est d’ordre O(1/c4) :
h¯µν (~x, t) = − 4G
Rc4
∫
d3~x ′ τµν
(
~x ′, t−R/c) . (2.9)
Remarquons que seules les composantes purement spatiales sont ne´cessaires a` l’identification
de la partie transverse et sans trace (composantes physiques) de ces solutions3. Les e´quations
de conservation (2.5) impliquent l’identite´∫
d3~x ′ τ ij =
1
2
∂20
∫
d3~x ′ x′
i
x′
j
τ00
(
~x ′, t−R/c) , (2.10)
donnant une nature quadrupolaire (de masse) a` ces ondes. Toujours au meˆme ordre d’ap-
proximation, la composante temporelle du tenseur e´nergie-moment total est donne´e par la
contribution des champs de matie`re uniquement, les termes gravitationnels (quadratique en
hµν) e´tant d’ordre supe´rieur. Les solutions d’onde sont ainsi donne´es en fonction du quadrupole
de masse, sans contribution purement gravitationnelle (tµν) :
h¯ij (~x, t) = − 2G
Rc4
∂20
∫
d3~x ′ x′ix
′
jT
00
(
~x ′, t−R/c) (2.11)
= − 2G
Rc4
Q¨ij (t−R/c) , (2.12)
2L’e´valuation du contenu en e´nergie et quantite´ de mouvement de radiations n’est de´finie que sur un domaine
beaucoup plus large que la longueur d’onde caracte´ristique. Aussi, nous ajoutons la condition R  λ. Les
conditions R rc et R λ identifient la zone d’onde. Nous pouvons re´sumer les conditions de zone d’onde et
mouvements lents par R λ rc.
3Afin d’e´viter les confusions, nous pre´cisons notre convention selon laquelle les indices spatiaux sont ge´re´s
par la me´trique de´finie positive habituelle δij au lieu de ηij quand les seules composantes spatiales des champs
sont conside´re´es.
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ou` les Qij ≡ ∫ d3~x ′ ρ x′ix′j sont les moments quadrupolaires de masse des sources. La partie
transverse et sans trace hTTij (~x, t) de l’onde est donne´e de manie`re univoque par l’expression
[Sch99a]
hTTij (t−R/c) = −
2G
Rc4
[
⊥ik⊥jl − 1
2
⊥ij⊥kl
]
Q¨kl (t−R/c) (2.13)
= − 2G
Rc4
[
⊥ik⊥jl − 1
2
⊥ij⊥kl
]
D¨kl (t−R/c) . (2.14)
Les ⊥ij = δij − ninj sont les ope´rateurs de projection perpendiculaire a` la ligne de vise´e4, et
les Dij =
∫
d3~x ′ ρ (x′ix′j− (1/3)δijr′2) sont les moments quadrupolaires sans trace de´finis par
les sources.
Ainsi, comme cette dernie`re expression le montre, les proprie´te´s de transversalite´ et de
trace nulle se marquent aussi bien dans la structure de l’onde (voir (1.42)) qu’a` la ge´ne´ration :
seule la partie transverse a` la ligne de vise´e, et sans trace des moments quadrupolaires des
sources contribue a` la ge´ne´ration de radiations gravitationnelles tensorielles dans la the´orie
d’Einstein. Par ailleurs, ce re´sultat nous montre que les radiations conside´re´es sont d’une
intensite´ extreˆmement faible (Oh(qua)(1/c4)). Sous forme simplifie´e, ces solutions radiatives
s’e´crivent
hTTij (~x, t) ∼ −
GMQ
Rc2
∼ VQ
c2
, (2.15)
ou` VQ est la valeur sur Terre du potentiel produit par l’e´quivalent en masse MQ de la quantite´
d’e´nergie “quadrupolaire” contenue dans les sources. Une estimation grossie`re pour les sources
les plus intenses, en fonction de leur distance, donne une amplitude d’onde [Tho95, Sch99b]
de l’ordre de
hTTij (~x, t) ∼ 10−21
(
10−22
)
. (2.16)
Ce re´sultat donne une ide´e de la sensibilite´ extreˆme qui doit eˆtre atteinte par les de´tecteurs
sur Terre (voir (1.43) et (1.44)), et justifie une approche diffe´rente en termes de l’influence de
l’e´mission gravitationnelle sur le mouvement des sources.
De´croissance orbitale d’un syste`me binaire
Nous nous proposons de calculer la perte d’e´nergie associe´e a` l’e´mission d’ondes en fonction
des moments quadrupolaires des sources. Par unite´ de temps, cette e´nergie peut eˆtre calcule´e
par inte´gration sur les angles solides du flux de quantite´ de mouvement associe´ aux radiations
dans la zone d’onde. Vu la faible intensite´ des radiations, le tenseur e´nergie-moment (2.3)
associe´ aux radiations peut eˆtre e´value´ en tre`s bonne approximation au second ordre :
κt(rg)µν = −R(2)µν +
1
2
ηµνη
αβR
(2)
αβ . (2.17)
Nous pouvons encore calculer ces composantes a` partir des termes cine´tiques de l’action pour
la the´orie line´arise´e (voir (1.151)). De manie`re ge´ne´rale, le tenseur e´nergie-moment tµν pour
un champ est donne´ par
tµν = − 2c√−g
∂
√−gL
∂gµν |ηµν
, (2.18)
4Ces ope´rateurs ve´rifient les proprie´te´s suivantes : ⊥ijnj = 0 et ⊥ij⊥jl = ⊥il.
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ou` L est la densite´ lagrangienne associe´e a` ce champ, quand celle-ci ne de´pend que du champ
et de la me´trique elle-meˆme. Nous imposons a priori les conditions (1.39) de transversalite´ et
de trace nulle dans l’action a` l’ordre 2 pour hµν . Pour le de´veloppement (1.22), nous obtenons
LTTcin. =
(
1
2cκ
)
1
4
∂µh
αβ∂µhαβ , (2.19)
et
tµν(rg) = − 1
2κ
(
1
2
∂νhαβ∂µhαβ + ∂ρh
βµ∂ρh νβ
)
. (2.20)
Les composantes d’impulsion, pour une onde hij(t−R/c), se re´duisent a`
ti0(rg) =
c2
32piG
(
h˙klh˙kl
)
ni . (2.21)
L’intensite´ d’e´nergie rayonne´e sous forme d’ondes gravitationnelles par unite´ d’angle solide
s’e´crit alors
dI
dΩ
= cR2nit
i0(rg) (2.22)
=
R2c3
32piG
(
h˙klh˙kl
)
, (2.23)
ou` hkl est la partie transverse et sans trace de l’onde, donne´e par l’expression (2.14). La perte
d’e´nergie totale5 est par conse´quent d’ordre6 Oh(qua)(1/c5) et fonction des de´rive´es temporelles
troisie`mes des moments quadrupolaires sans trace de la source (e´value´es en t−R/c) [LL66b,
Wei72],
−dE
dt |(rg)
=
G
5c5
...
D
ij ...
Dij . (2.24)
C’est l’analogue direct pour la gravitation de la formule de Larmor en e´lectromagne´tisme,
donnant le taux d’e´mission d’e´nergie e´lectromagne´tique en fonction des moments dipolaires
e´lectriques des sources (voir chapitre 5).
Dans le cas particulier de syste`mes binaires, et dans l’approximation ke´ple´rienne du mou-
vement, cette perte d’e´nergie instantane´e s’e´crit (voir annexe A)
−dE
dt |(rg)
=
8
15
G3
c5
µ2M2
r4
[
12v2 − 11r˙2] , (2.25)
ou` r et v sont respectivement les distance et vitesse relatives des deux corps ; M = m1+m2 est
la masse totale du syste`me, et µ = m1m2/M , la masse re´duite. La moyenne sur une pe´riode
T du mouvement s’e´crit encore [PM63] :
1
T
∫ T
0
(
−dE
dt |(rg)
)
dt ≡
〈
−dE
dt |(rg)
〉
K
=
32
5
G4
c5
µ2M3
a5
f (e) , (2.26)
5L’inte´gration sur les angles solides est donne´e par les inte´grales angulaires suivantes sur le vecteur ni :∫
dΩ = 4pi,
∫
ninjdΩ = 4pi
3
δij et
∫
ninjnknldΩ = 4pi
15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk).
6La pre´cession relativiste, la de´flexion de la lumie`re, le retard de l’e´cho radar, ou encore les violations du
Principe d’Equivalence sont des corrections O(1/c2), dites du premier ordre post-newtonien (1PN). L’e´mission
d’ondes gravitationnelles O(1/c5) apparaˆıt donc a` l’ordre 2.5PN .
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ou` a et e sont respectivement les demi-grand axe et excentricite´ de l’orbite re´duite. La fonc-
tion f(e) = (1 + 73/24e2 + 37/96e4)/(1 − e2)7/2 est un facteur de majoration par rapport
aux orbites circulaires, croissant rapidement avec l’excentricite´ de l’orbite (1 ≤ f(e) < ∞).
Cette perte d’e´nergie est ine´luctablement associe´e a` un re´tre´cissement de l’orbite et a` une
acce´le´ration du mouvement orbital. La variation correspondante de la pe´riode orbitale d’un
syste`me binaire (de´croissance orbitale) est une grandeur a priori observable et constitue donc
le parame`tre important du point de vue astrophysique. Son expression re´sulte des relations sui-
vantes. L’e´nergie totale du binaire peut eˆtre exprime´e en fonction du demi-grand axe comme
E = −GµM/2a. La loi d’harmonie, troisie`me loi de Kepler, donne le carre´ de la pe´riode
orbitale proportionnellement au cube du demi-grand axe : T 2 = 4pi2a3/GM . L’expression
the´orique pour la variation relative de la pe´riode orbitale associe´e a` l’e´mission de radiations
quadrupolaires s’e´crit donc (voir (A.32)) :
1
T
dT
dt |(rg)
= −G
3
c5
96
5
µM2
a4
f (e) . (2.27)
2.2 Analyse expe´rimentale (pulsars binaires)
Les e´toiles a` neutrons constituent le stade ultime de l’e´volution d’e´toiles beaucoup plus
massives que notre Soleil. L’e´jection des couches externes d’une e´toile lors de l’explosion d’une
supernova laisse derrie`re elle un cœur d’une densite´ extreˆme, comprimant une masse de l’ordre
de celle du Soleil dans un rayon de l’ordre de dix kilome`tres. Le champ gravitationnel en leur
sein est suffisamment fort pour condenser les atomes ordinaires en une matie`re constitue´e
essentiellement de neutrons, avec une contamination en protons et e´lectrons en quantite´s
e´gales ; un immense noyau atomique. Les conservations du moment angulaire et du champ
magne´tique a` travers l’explosion de l’e´toile initiale en font des corps en rotation rapide (leur
pe´riode de rotation s’e´tale entre une fraction de seconde et quelques secondes), sie`ge d’un
champ magne´tique dipolaire intense (de l’ordre de 1012 Gauss). Les forces e´lectromagne´tiques
en pre´sence induisent un rayonnement radio intense le long des directions de´finies par les
poˆles magne´tiques. Les faisceaux radio ainsi de´finis balaient le ciel a` la vitesse de rotation de
l’e´toile. Si la Terre se trouve sur leur trajet, nous appelons cette e´toile a` neutrons un pulsar. Le
premier spe´cimen a e´te´ de´couvert en 1967. Des mesures de pre´cision de la pe´riode intrinse`que
de pulsation, telle qu’elle est de´finie par le temps d’arrive´e des pulses radio, montrent que
ces pulsars sont des horloges extreˆmement stables, rivalisant avec le degre´ de pre´cision des
horloges atomiques les plus pre´cises. Cette stabilite´ se comprend par l’inertie intense que ces
e´toiles opposent, de par leur densite´, a` toute force de friction exte´rieure.
A l’e´poque, il semblait naturel que ces e´toiles a` neutrons soient des e´toiles solitaires.
La perte de masse immense induite par le phe´nome`ne de supernova e´tant sans doute res-
ponsable de la destruction de l’orbite de toute e´toile compagnon. Pourtant, en 1974 de´ja`,
les radioastronomes Hulse et Taylor de´couvrent le premier pulsar binaire [Wil93b, Hul94], le
PSRB1913+167 (radiote´le´scope d’Arecibo, Puerto Rico), constitue´ de deux e´toiles a` neutrons.
L’analyse des parame`tres de l’orbite du syste`me a mene´ a` la premie`re e´vidence expe´rimen-
tale pour l’existence des ondes de gravitation [TFC79, WTF81, Wil93a]. A ce jour, une telle
analyse a pu eˆtre re´pe´te´e dans un autre pulsar binaire constitue´ de deux e´toiles a` neutrons,
7La de´signation des syste`mes binaires est de´finie par leur position sur la sphe`re ce´leste. En l’occurrence, le
pulsar est a` une ascension droite de 19 heures et 13 minutes et a` une de´clinaison de +16 degre´s, plac¸ant le
syste`me dans la constellation de l’Aigle, dans notre Galaxie, a` une distance estime´e de 15000 anne´es-lumie`re.
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le PSRB1534 + 12. Cependant la pre´cision du test re´alise´ e´tant beaucoup plus importante
dans le cas du syste`me de Hulse et Taylor, nous concentrons essentiellement notre e´tude sur
le PSRB1913 + 16.
Le pulsar de Hulse et Taylor
L’e´toile a` neutrons est le seul objet visible (dans le domaine radio) dans le syste`me. Il n’a
pourtant pas fallu plus de deux mois apre`s la de´couverte du PSRB1913+16 pour comprendre
que ce pulsar fait partie d’un syste`me binaire, et pour de´terminer les parame`tres essentiels
de l’orbite. La pe´riode du signal radio mesure´e sur Terre est affecte´e d’une perturbation
cyclique. La pe´riode intrinse`que du signal Tp (59 millisecondes) e´tant extreˆmement stable,
cette modification apparente (jusqu’a` 80 microsecondes8) ne peut s’expliquer que par un effet
Doppler classique duˆ a` une variation de la vitesse radiale (vitesse dans la direction de la ligne
de vise´e) du pulsar dans sa re´volution autour d’une autre e´toile. L’analyse de la courbe des
vitesses radiales, c’est-a`-dire l’analyse de la pe´riode de rotation (propre) apparente de l’e´toile a`
neutrons, permet la de´termination des parame`tres ke´ple´riens suivants. D’une part, la pe´riode
orbitale T (7.75 heures) est identifie´e a` la pe´riode de variation des temps d’arrive´e des pulses.
D’autre part, la structure de cette courbe donne l’excentricite´ de l’orbite e (0.6), ainsi que
la projection du demi-grand axe de l’orbite du pulsar sur la ligne de vise´e, ap sin i (ou` i est
l’angle d’inclinaison de l’orbite par rapport au plan du ciel), de l’ordre du rayon de notre Soleil
(7 108 me`tres)9. Nous donnons ci-dessous les valeurs mesure´es aujourd’hui :
Tp = 59.029 997 929 613(7) ms (2.28)
T = 0.322 997 462 736(7) j (2.29)
e = 0.617 130 8(4) (2.30)
ap sin i = 2.341 759 2(19) s lum , (2.31)
ou` les chiffres entre parenthe`ses de´finissent l’erreur sur la dernie`re de´cimale [Tay93, Wil01].
Au-dela` de cette approche standard en termes de la courbe des vitesses radiales, l’analyse
des temps d’arrive´e des signaux radio a permis la mesure de deux parame`tres relativistes
essentiels. Cette mesure permet la de´termination des masses du pulsar (mp) et de son com-
pagnon (mc), ainsi que la valeur absolue du demi-grand axe de l’orbite
10 a. Le premier de ces
parame`tres n’est autre que le taux de pre´cession du pe´riastre, tel qu’il est pre´dit dans le cadre
de la Relativite´ Ge´ne´rale. En radians par re´volution, nous avons
∆ω =
6piGM
ac2 (1− e2) , (2.32)
8La pe´riode de rotation intrinse`que du pulsar (Tp) est en fait obtenue avec une pre´cision importante apre`s
soustraction de cet effet Doppler classique (∆Tp/TP ' v/c ' 10−3) et des effets relativistes de dilatation du
temps identifie´s par l’e´quation (2.34), d’ordre 2 dans la vitesse du pulsar (∆Tp/TP ' (v/c)2 ' 10−6).
9La longitude du pe´riastre ω, de´finissant la position du pe´riastre dans le plan de l’orbite, est aussi de´termine´e.
10Les variations importantes de la pe´riode apparente sont associe´es a` des vitesses orbitales de l’ordre du
millie`me de la vitesse de la lumie`re (∆Tp/TP ' 10−3 ' v/c). La petite valeur de la projection du demi-grand
axe, de l’ordre du rayon solaire, sugge`re en outre que les deux e´toiles sont tre`s rapproche´es. Par conse´quent,
des effets relativistes beaucoup plus importants que dans le cas de syste`mes d’e´toiles binaires classiques sont
attendus. La de´termination des masses du PSRB1913 + 16 a` partir d’effets pre´dits par la Relativite´ Ge´ne´rale
constitue la premie`re expe´rience astrophysique dans laquelle notre the´orie de la gravitation est utilise´e comme
outil, et non simplement conside´re´e comme une the´orie physique a` tester.
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ou` M = mp + mc. La loi d’harmonie donne le demi-grand axe comme a = (GM/n
2)1/3, ou`
n = 2pi/T est le moyen mouvement lie´ a` la re´volution du syste`me. Aussi, nous pouvons encore
e´crire, en radians par unite´ de temps,
ω˙ =
3n
1− e2
(
GMn
c3
)2/3
. (2.33)
Le second parame`tre inte`gre les effets de dilatation du temps (effet Doppler transverse, pre´-
dit par la Relativite´ Restreinte) et de redshift gravitationnel (lie´ a` l’hypothe`se du Principe
d’Equivalence). Une diffe´rence entre le temps mesure´ a` la surface du pulsar et le temps de
coordonne´e s’ensuit, donne´e par la loi diffe´rentielle
dτp
dt
= 1− v
2
p
2c2
− Gmc
rc2
, (2.34)
vp e´tant la vitesse orbitale du pulsar dans le centre de masse du syste`me, et r la distance
relative des deux e´toiles. L’inte´gration de cette relation donne a` travers les lois classiques du
mouvement,
τp = t− γ sinE . (2.35)
Le parame`tre γ inte`gre les effets relativistes conside´re´s,
γ =
e
n
m2
M
(
1 +
m2
M
)(GMn
c3
)2/3
, (2.36)
ou` E est l’anomalie excentrique du mouvement, c’est-a`-dire l’angle polaire dans le plan de
l’orbite, par rapport a` la position du pe´riastre et dans un syste`me de coordonne´es ou` le centre
de l’ellipse du mouvement est a` l’origine11. Ces deux parame`tres relativistes peuvent donc eˆtre
conside´re´s comme des fonctions des masses du syste`me uniquement (le moyen mouvement et
l’excentricite´ e´tant de´termine´s inde´pendamment), et leur mesure permet la de´termination de
celles-ci. Les valeurs pre´cises de ces parame`tres pour le PSRB1913 + 16 sont [Tay93, Wil01]
ω˙ = 4.226 621(11) ◦an−1 (2.37)
γ = 4.295(2) ms . (2.38)
Ces effets sont effectivement extreˆmement importants, et confirment l’ide´e que ce syste`me
de´finit un re´gime de champ fort par comparaison avec notre syste`me solaire. Pour re´fe´rence,
le taux de pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure est pre`s de 36000 fois moins important (43
secondes d’arc par sie`cle). L’intersection dans le plan mp −mc des courbes correspondant a`
l’identification des valeurs expe´rimentales aux pre´dictions the´oriques de´finit donc les masses du
syste`me astrophysique. Ces masses sont de l’ordre de 1.4 masses solaires. Elles sont de´termine´es
avec une pre´cision supe´rieure a` un pour mille :
mp = 1.441 1± 0.000 7M (2.39)
mc = 1.387 3± 0.000 7M . (2.40)
11Cette anomalie excentrique est de´finie par les relations
r = a (1− e cosE)
E − e sinE = n (t− t0) ,
ou` t0 est l’instant de passage au pe´riastre. L’anomalie vraie φ est l’angle polaire, par rapport au pe´riastre et
dans un syste`me de coordonne´es polaires centre´ au foyer de l’orbite. Elle est donne´e par l’e´quation standard
de l’ellipse dans un tel re´fe´rentiel, et par la conservation du moment angulaire (voir annexe A).
2.2. ANALYSE EXPE´RIMENTALE (PULSARS BINAIRES) 51
De ces re´sultats, nous de´duisons imme´diatement le demi-grand axe, effectivement de l’ordre
du rayon solaire (a ' 2.8 r), et l’inclinaison i du plan de l’orbite par rapport au plan du ciel
(i ' 45◦).
Avant de tester la the´orie dans sa pre´diction pour l’existence des ondes gravitationnelles,
il nous faut pre´ciser la nature de l’e´toile compagnon [WTF81]. La contrainte majeure sur la
nature de ce compagnon silencieux provient du fait que celui-ci doit eˆtre suffisamment petit
pour tenir a` l’inte´rieur de l’orbite du pulsar. Quatre types d’e´toiles effondre´es sont susceptibles
de satisfaire a` cette condition. La premie`re possibilite´, la plus plausible, consiste a` conside´rer
qu’il s’agit d’une seconde e´toile a` neutrons (e´ventuellement un second pulsar). Une seconde
hypothe`se est celle du trou noir, le stade le plus extreˆme de l’e´volution finale d’une e´toile,
ou` l’effondrement gravitationnel n’est jamais stabilise´ pour former une e´toile a` neutrons, et
ou` la matie`re est comprime´e jusqu’a` une densite´ infinie. Mais une telle e´volution laisse en
ge´ne´ral une e´toile dont la masse est deux a` trois fois supe´rieure a` celle du Soleil. La masse du
compagnon e´tant ici de l’ordre de 1.4 masses solaires, il est tre`s improbable qu’il s’agisse d’un
trou noir. La troisie`me possibilite´ est celle d’une naine blanche, dont la dimension typique
est celle de la Terre. Leur masse est limite´e par la masse the´orique de Chandrasekhar, de
l’ordre de 1.4 masses solaires, au-dela` de laquelle l’effondrement ne peut eˆtre stabilise´ a` la
dimension d’une naine blanche et e´volue jusqu’au stade plus extreˆme de l’e´toile a` neutrons
sous l’effet de la pression gravitationnelle trop intense. Cette e´ventualite´ ne peut donc pas
eˆtre exclue (a` une distance de 15000 anne´es-lumie`re, une naine blanche serait effectivement
invisible), meˆme si elle est improbable e´tant donne´ que la masse du compagnon est proche de
la masse critique. Le quatrie`me et dernier candidat est l’e´toile a` he´lium, dont la taille typique
est de quelques dixie`mes de rayons solaires, re´sidu (constitue´ essentiellement d’he´lium) d’une
e´toile initialement beaucoup plus massive dont les couches supe´rieures ont e´te´ e´jecte´es. Mais
un tel compagnon devrait eˆtre visible. Nous supposons donc que le PSRB1913 + 16 est au
cœur d’un syste`me propre, constitue´ de deux e´toiles a` neutrons, ou` aucun effet classique de
de´formation de l’e´toile compagnon ne peut alte´rer l’analyse du syste`me re´alise´e12. Remarquons
pour terminer que l’histoire de l’e´volution du syste`me, finissant donc ine´luctablement dans
l’explosion d’une seconde supernova au voisinage de la premie`re e´toile a` neutrons forme´e,
explique naturellement le caracte`re fortement excentrique de l’orbite actuelle (e ' 0.6).
De´croissance orbitale du PSRB1913 + 16
Tous les parame`tres du syste`me e´tant connus avec une pre´cision importante, nous pouvons
maintenant imaginer tester la the´orie d’Einstein dans sa pre´diction de l’existence des ondes
de gravitation, a` travers l’analyse de la de´croissance orbitale du pulsar binaire.
Tout comme pour les autres parame`tres relativistes mesure´s, l’expression the´orique (2.27)
12Dans l’hypothe`se ou` le compagnon est une e´toile a` he´lium, ou dans une moindre mesure une naine blanche,
des phe´nome`nes classiques contribuent aux effets de pre´cession et de de´croissance orbitale. De telles e´toiles
peuvent en effet subir des distorsions dues a` leur rotation propre (tout comme notre Soleil acquiert un moment
quadrupolaire non nul par sa rotation propre), ou a` des effets de mare´es dans le champ gravitationnel intense
du pulsar (pour une e´toile a` he´lium). Les de´formations re´sultantes pourraient rendre compte d’une partie ou
meˆme de l’entie`rete´ de la pre´cession du pe´riastre du pulsar, masquant l’effet purement relativiste et rendant plus
pre´caire la de´termination inde´pendante des masses du syste`me. Dans le cas de l’e´toile a` he´lium, l’acce´le´ration
du mouvement orbital pourrait aussi s’expliquer en partie a` travers des phe´nome`nes de friction associe´s a` la
de´formation de l’e´toile par les effets de mare´es. Au contraire, si le compagnon est un trou noir, une naine
blanche sans rotation propre, ou une autre e´toile a` neutrons, nous sommes assure´s que ces phe´nome`nes sont
largement domine´s par les effets relativistes.
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de la de´croissance orbitale due a` l’e´mission de radiations gravitationnelles peut s’exprimer
comme une fonction du moyen mouvement n, de l’excentricite´ e et des masses du syste`me
(mp et mc). Nous obtenons l’expression
T˙(rg) = −
192pi
5
µ
M
(
GMn
c3
)5/3
f (e) , (2.41)
pre´disant une diminution de la pe´riode orbitale de pre`s de 76 microsecondes par an, de l’ordre
de 10−12 secondes par seconde, pour le PSRB1913+16 (voir (2.42)). Au niveau expe´rimental,
la de´croissance orbitale observe´e (voir (2.43)) doit eˆtre affecte´e d’une correction due a` l’acce´-
le´ration relative du pulsar et du Soleil dans la Galaxie (d’autres corrections doivent a priori
eˆtre prises en compte, mais sont ne´gligeables) [DT91]. Les donne´es de la position du pulsar
et de son mouvement propre, combine´es avec la courbe de rotation de la Galaxie, de´finissent
une contribution galactique de l’ordre de 10−14 secondes par seconde (voir (2.44)). La valeur
expe´rimentale pre´cise attribue´e a` une variation intrinse`que de la pe´riode orbitale se trouve
ainsi re´duite a` la diffe´rence entre la de´croissance observe´e et cette contribution galactique
(voir (2.45)). Ces valeurs the´oriques et expe´rimentales pre´cises pour le PSRB1913 + 16 sont
re´sume´es ci-dessous [Tay93] :
T˙(rg) = (−2.402 5± 0.000 1)× 10−12 s s−1 (2.42)
T˙(obs) = (−2.422 5± 0.005 6)× 10−12 s s−1 (2.43)
T˙(gal) = (−0.012 4± 0.006 4)× 10−12 s s−1 (2.44)
T˙(obs) − T˙(gal) = (−2.410 1± 0.008 5)× 10−12 s s−1 . (2.45)
L’existence des ondes gravitationnelles est ainsi confirme´e de manie`re indirecte, dans le cadre
de la Relativite´ Ge´ne´rale, avec une pre´cision impressionnante de 0.35% :
T˙(obs) − T˙(gal)
T˙(rg) |(1913+16)
= 1.003 2± 0.003 5 . (2.46)
C’est la premie`re confirmation expe´rimentale de la the´orie au-dela` du re´gime de champ faible
e´tudie´ par les expe´riences dans le syste`me solaire13.
13Nous citons, pour comparaison, les re´sultats correspondants pour le test re´alise´ dans le second pulsar bi-
naire qui a permis une ve´rification de la Relativite´ Ge´ne´rale dans sa pre´diction pour l’e´mission d’ondes de
gravitation, le PSRB1534 + 12 [Sta98]. La pe´riode propre du pulsar est de Tp = 37.904 440 487 855 2(5)ms.
Les pe´riode orbitale, excentricite´ et projection du demi-grand axe de l’orbite sont respectivement donne´s par
T = 0.420 737 299 30(4) j, e = 0.273 677 6(2) et ap sin i = 3.729 462 8(7) s lum. Les mesures de la pre´cession du
pe´riastre et du parame`tre γ (ω˙ = 1.755 76(4) ◦an−1 et γ = 2.066(10)ms) de´terminent des masses identiques
pour les deux e´toiles a` neutrons, aux erreurs expe´rimentales pre`s : mp = mc = 1.339± 0.003M. Une de´crois-
sance de la pe´riode orbitale est observe´e, T˙(obs) = (−0.129± 0.014)× 10−12 s s−1. Remarquons cependant que
l’ordre de pre´cision de cette mesure est faible par rapport au cas du pulsar de Hulse et Taylor. La contribution
galactique, T˙(gal) = (0.038± 0.012)× 10−12 s s−1, est elle-meˆme affecte´e d’une incertitude relative importante,
lie´e a` la mauvaise connaissance de la distance du syste`me par rapport au syste`me solaire. La valeur attribue´e
a` la variation intrinse`que de la pe´riode orbitale apre`s soustraction de la contribution galactique est donne´e par
T˙(obs) − T˙(gal) = (−0.167± 0.018) × 10−12 s s−1. La comparaison avec la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale
pour le taux d’e´mission de radiations gravitationnelles, T˙(rg) = −0.192 4× 10−12 s s−1, fournit une ve´rification
de la the´orie avec une pre´cision de l’ordre de 15%.
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2.3 Dipole (Brans-Dicke)
Cette section a pour but d’e´tablir le taux d’e´mission d’ondes gravitationnelles scalaires en
fonction de la structure du mouvement du syste`me source. Les contributions jusqu’a` l’ordre
O(1/c5) doivent eˆtre prises en conside´ration, si nous voulons de´finir le poids relatif de ces
radiations par rapport aux radiations quadrupolaires tensorielles.
Structure multipolaire des ondes scalaires et de´croissance orbitale
Les e´quations exactes (1.48) et (1.49) pour les the´ories de Brans-Dicke peuvent s’e´crire
sous forme d’e´quations d’ondes :
2θ¯µν + ηµν∂
α∂β θ¯αβ − ∂(µ∂λθ¯λν) = −2κ′τ (bd)µν (2.47)
2ϕ−
[(
θ¯αβ + ηαβϕ
)
ϕ,β
]
,α
=
1
2
ξκ
√−gT , (2.48)
pour le de´veloppement en perturbations donne´ par les relations (1.50) et (1.53).
Pour la partie tensorielle, les termes sources sont de´finis par le pseudo-tenseur τ
(bd)
µν =
Tµν + t
(bd)
µν . Comme dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale, ses composantes identifient un
tenseur e´nergie-moment complet, comprenant des contributions des champs de matie`re (Tµν),
et des contributions purement gravitationnelles (t
(bd)
µν ), scalaires et tensorielles, de´finies par
des termes d’ordre 2 et supe´rieurs dans les perturbations θµν et ϕ. A nouveau, des identite´s
de Bianchi d’ordre 1 pour θµν assurent la conservation locale de ce tenseur e´nergie-moment
τ
(bd)
µν :
τµν(bd),ν = 0 . (2.49)
Les e´quations tensorielles (2.47) pour θµν sont ainsi formellement identiques a` celles de la
Relativite´ Ge´ne´rale. Des radiations tensorielles sont donc de´finies. Elles sont donne´es par les
composantes quadrupolaires de masse uniquement, comme dans le cadre de la the´orie d’Ein-
stein (voir (A.1)). Le taux d’e´mission d’e´nergie associe´ est cependant affecte´ de corrections
d’ordre Oθ(qua)(ξ/c5), induites par les expressions modifie´es pour les constantes de couplage,
G′ pour le couplage de la matie`re aux champs de gravitation, et G12 pour l’interaction non
relativiste entre les champs de matie`re. Notons que les contributions purement gravitation-
nelles (tµν) s’e´vanouissent. Ceci sugge`re, a` l’instar du re´sultat obtenu en Relativite´ Ge´ne´rale,
que l’approximation line´aire donne´e par les e´quations (1.19) et (1.27) est suffisante pour le
calcul des radiations tensorielles a` l’ordre quadrupolaire.
Pour la perturbation scalaire, c’est la trace du tenseur e´nergie-moment pour les champs
de matie`re qui est source de radiations (voir (2.48))14. Les e´quations d’ondes tensorielles et
scalaire e´tant de´couple´es, les radiations scalaires se superposent simplement aux radiations
tensorielles. Pour une distribution discre`te de sources non compactes a, nous avons
1
2
ξκ
√−gT = ξ 4piG
c2
∑
a
dτa
dt
ρa . (2.50)
Dans l’approximation line´aire (ϕ ∼ O(ξ/c2)), la source s’identifie a` la masse, qui est conserve´e
et n’induit par conse´quent aucune dynamique. Les ondes de gravitation scalaires participent
14Le terme source entre crochets e´tant une divergence totale, il ne contribue pas au niveau des solutions pour
des mouvements de sources pe´riodiques et locaux.
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donc d’un phe´nome`ne intrinse`quement non line´aire. Au-dela` de l’approximation line´aire, les
champs de gravitation eux-meˆmes (a` travers dτa/dt) ge´ne`rent les premiers termes scalaires
dynamiques (monopolaires), au meˆme ordre que les premie`res contributions (quadrupolaires)
provenant des champs de matie`re. Le de´veloppement multipolaire des radiations dans la zone
d’onde donne en effet :
ϕ (t−R/c) = ξ G
Rc2
∞∑
m=0
1
m!
∫
d3~x ′
(
~n · ~x ′
c
)m
· ∂
m
∂tm
(∑
a
dτa
dt
ρa
(
~x ′, t−R/c)
)
. (2.51)
La quantite´ de mouvement du syste`me e´tant conserve´e dans la limite non relativiste, la
structure dipolaire est ne´gligeable (ϕ(di) ∼ O(ξ/c5)). Ainsi, le taux d’e´mission d’e´nergie
sous forme de radiations gravitationnelles scalaires est donne´ par des contributions d’ordre
Oϕ(mo,qua)(ξ/c5). Pour des sources non compactes, l’impact de la composante scalaire sur la
perte d’e´nergie est donc d’ordre O(ξ/c5). Leur contribution relative par rapport au taux
d’e´mission donne´ par la Relativite´ Ge´ne´rale (O(1/c5)) est extreˆmement te´nue, compte tenu
des contraintes obtenues en champ faible sur le couplage scalaire. Il semble donc, au premier
abord, que la structure radiative de la the´orie ne constitue pas un domaine d’e´tude privile´-
gie´, ou` l’effet du couplage scalaire serait davantage mis en valeur que dans les phe´nome`nes
post-newtoniens du premier ordre.
Toutefois, si nous conside´rons des sources compactes, une structure de champ fort inter-
vient explicitement et introduit des effets importants. Dans ce contexte, l’e´quation d’onde
pour le champ scalaire est donne´e a` partir de l’e´quation ge´ne´ralise´e (1.135) :
2ϕ =
1
2
ξκ
√−g
(
T − 2Φ∂T
∂Φ
)
. (2.52)
D’une part, l’apparition d’un terme source supple´mentaire induit des modifications mineures
du taux d’e´mission scalaire dans ses composantes monopolaires et quadrupolaires. L’annexe A
e´tablit la perte d’e´nergie associe´e a` ces radiations monopolaires (scalaires) et quadrupolaires
(scalaires et tensorielles), en fonction de la compacite´ des sources s1 et s2. Les e´quations (A.28)
a` (A.31) donnent〈
−
dE
(θ,ϕ)
(mo,qua)
dt
〉
K
=
8
15
G4
c5
µ2M3
a5
G12
G
[
12κ
(θ,ϕ)
1 f1 (e)− 11κ(θ,ϕ)2 f2 (e)
]
. (2.53)
Les fonctions f1(e) et f2(e) sont des facteurs de majoration de´pendant de l’excentricite´ de
l’orbite. κ
(θ,ϕ)
1 et κ
(θ,ϕ)
2 sont des constantes e´gales a` l’unite´ en Relativite´ Ge´ne´rale et dont la
valeur anomale est induite part les contributions scalaires. Mais d’autre part, a` ces termes
standard se superposent des radiations scalaires dipolaires, purement proportionnelles aux
e´nergies de liaison internes des sources. Ces contributions d’ordre Oϕ(di)(ξ/c3) dominent large-
ment la structure radiative jusqu’ici de´finie par les contributions Oθ(qua)(1/c5), Oθ(qua)(ξ/c5) et
Oϕ(mo,qua)(ξ/c5) : 〈
−
dEϕ(di)
dt
〉
K
=
2
3
ξ
G3
c3
µ2M2
a4
[
G212
G2
(s1 − s2)2 g (e)
]
, (2.54)
ou` g(e) = (1 + e2/2)/(1 − e2)5/2 est le facteur de majoration associe´. Ce re´sultat sugge`re a
priori que l’e´tude de la de´croissance orbitale de syste`mes binaires devrait permettre d’obtenir
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des contraintes nouvelles sur le couplage scalaire des the´ories de Brans-Dicke. Les relations
(A.31) et (A.32) donnent l’expression re´duite comple`te de la perte d’e´nergie sous forme de
radiations gravitationnelles ainsi que le taux de de´croissance orbitale associe´.
Le pulsar de Hulse et Taylor
Nous reprenons ici l’analyse du PSRB1913+16, dans le cadre des the´ories scalaire-tenseur.
Les parame`tres ke´ple´riens tels que la pe´riode orbitale T = 2pi/n, l’excentricite´ e et la projection
du demi-grand axe ap sin i e´tant de´termine´s inde´pendamment de la the´orie de la gravitation sur
base de la courbe des vitesses radiales, leur valeur n’est pas remise en question. Les parame`tres
relativistes ω˙, γ et T˙ peuvent ainsi eˆtre conside´re´s comme des fonctions des masses mp et mc
seules, et le test expe´rimental de la the´orie se re´sume au proble`me de la co¨ıncidence des courbes
de´finies par l’identification de leur expression the´orique a` leur mesure expe´rimentale dans le
plan mp −mc :
ω˙(th) (mp −mc) = ω˙(obs) (2.55)
γ(th) (mp −mc) = γ(obs) (2.56)
T˙(th) (mp −mc) = T˙(obs) . (2.57)
Les valeurs the´oriques pour la pre´cession du pe´riastre ω˙(th) (O(1/c2)), le parame`tre γ(th)
(O(1/c2)) aussi bien que la de´croissance orbitale T˙(th) (O(1/c5)) sont modifie´es par l’existence
d’un couplage scalaire. Outre les radiations dipolaires, nous avons vu que les corrections au
taux d’e´mission d’ondes, et donc a` la pe´riode orbitale, sont d’ordres O(ξ/c5) et O(ξs/c5).
D’une part, une correction O(ξ/c2) a` la pre´cession provient de la valeur de la combinaison des
parame`tres post-newtoniens de´finie par la relation (1.96). D’autre part, la violation du Principe
d’Equivalence Fort induit des correctionsO(ξs/c2) a` la pre´cession ainsi qu’au parame`tre γ. Par
ailleurs, la fre´quence intrinse`que de rotation du pulsar se trouve modifie´e par la variation locale
de la constante de gravitation, dans le champ du compagnon (voir (1.139)). Il en re´sulte15
une contribution supple´mentaire O(ξsr/c2) au parame`tre γ, ou` sr est un parame`tre infe´rieur
a` l’unite´ de´terminant la re´ponse du moment d’inertie du pulsar a` une variation locale de la
constante de gravitation. Notons encore que la contribution galactique T˙(gal) a` la de´croissance
orbitale apparente est modifie´e par le fait qu’une e´toile a` neutrons subit une acce´le´ration
anomale dans le champ de la Galaxie, due a` l’effet Nordtvedt. Le couplage scalaire e´tant
contraint a` des valeurs de l’ordre de ξ ≤ 3× 10−4 par les re´sultats de de´flexion de la lumie`re,
et la sensitivite´ d’une e´toile a` neutrons e´tant de l’ordre de s(ns) ' 0.2, toutes ces contributions
sont largement infe´rieures aux barres d’erreur expe´rimentales pour la mesure de la de´croissance
orbitale (3.5× 10−3).
La seule contribution anomale au test ω˙ − γ − T˙ provient du terme additionnel a` la
de´croissance orbitale, duˆ aux radiations scalaires dipolaires. Nous pouvons donc conside´rer
que les masses du syste`me (de´finies par les mesures de ω˙ et γ) sont celles de´termine´es par
15Par conservation du moment angulaire de rotation de l’e´toile a` neutrons, la variation relative de la fre´quence
de rotation est donne´e (tenant compte de la compacite´ du compagnon) comme
dνp
νp
= −dI
I
= −srξ (1− 2s) Gmc
rc2
,
ou` I est le moment d’inertie du pulsar par rapport a` son axe de rotation propre et sr = −(d ln I/d lnG)|Φ0
de´termine la re´ponse de ce moment d’inertie a` une variation locale de la constante de gravitation.
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la Relativite´ Ge´ne´rale. Des expressions (A.31) et (A.32), et dans cette limite ou` seule la
contribution dipolaire s’ajoute a` la valeur pre´dite par la Relativite´ Ge´ne´rale, nous de´duisons
l’expression suivante pour la de´croissance orbitale du syste`me :
T˙(bd) ' −
192pi
5
µ
M
(
GMn
c3
)5/3
f(e)
[
1 +
5
48
ξ
(sp − sc)2
GM
ac2
g(e)
f(e)
]
. (2.58)
Malheureusement, le caracte`re “syme´trique” du syste`me de´couvert par Hulse et Taylor pro-
voque une suppression importante de la contribution dipolaire relative. La valeur approxima-
tive de la sensitivite´ d’une e´toile a` neutrons est de l’ordre de s(ns) ' 0.2. La valeur exacte
en fonction de la masse de l’e´toile de´pend de l’e´quation d’e´tat conside´re´e pour en de´finir la
structure. Mais les deux e´toiles ayant des masses presque identiques (1.4M), les diffe´rents
mode`les s’accordent pour donner une diffe´rence de sensitivite´s extreˆmement petite [WZ89] :
(sp − sc)2 ' 10−6 . (2.59)
Le potentiel moyen dans le syste`me e´tant donne´ par GM/ac2 ' 2 × 10−6, la contribution
relative des radiations scalaires dipolaires dans la double e´toile a` neutrons est par conse´quent
au moins aussi insignifiante que les autres contributions scalaires. La pre´diction des the´ories
de Brans-Dicke pour la de´croissance orbitale du PSRB1913 + 16 s’identifie donc elle aussi
essentiellement a` celle de la Relativite´ Ge´ne´rale. Notons que le cas du PSRB1534 + 12 est
encore plus de´sespe´re´ : les valeurs e´tablies pour les masses du syste`me e´tant identiques, les
sensitivite´s des deux e´toiles a` neutrons sont e´gales. La syme´trie parfaite du syste`me (dans la
limite des incertitudes expe´rimentales) conduit ainsi a` une pre´diction pour un taux d’e´mission
de radiations dipolaires identiquement nul. Nous ne pouvons donc espe´rer aucune contrainte
nouvelle sur le couplage scalaire a` partir des mesures actuelles (voir encore [DEF96b]). Dans
cette perspective, l’analyse de syste`mes binaires constitue´s d’e´toiles de sensitivite´s suffisam-
ment diffe´rentes serait ne´cessaire.
2.4 Dipole et Principe Fort
Avant de conclure, nous voudrions mettre en e´vidence une relation ge´ne´rique entre le
Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires.
D’une part, la structure de l’interaction gravitationnelle dans les the´ories me´triques re-
pose sur le postulat fondamental du Principe d’Equivalence (outre le principe de Relativite´
Ge´ne´rale), fortement sugge´re´ par l’expe´rience depuis Newton. La Relativite´ Ge´ne´rale se dis-
tingue des autres the´ories par le fait que la me´trique de l’espace-temps y est l’unique champ
de´finissant la gravitation. L’absence de champs auxiliaires confe`re une structure particulie`re
a` la the´orie d’Einstein, qui inclut le Principe d’Equivalence sous sa version la plus forte.
D’autre part, au sein des the´ories de Brans-Dicke, nous venons d’exhiber des effets scalaires
importants dans la structure radiative en champ fort de la the´orie, associe´s a` l’existence de
radiations scalaires dipolaires. Il s’agit en fait d’un phe´nome`ne ge´ne´rique, lie´ a` la violation du
Principe d’Equivalence Fort, et inde´pendant de la nature du champ auxiliaire participant a`
l’interaction gravitationnelle. En effet, la violation du Principe d’Equivalence Fort implique
une masse variable, de´pendant du point de l’espace-temps a` travers la valeur asymptotique
locale des champs auxiliaires de gravitation, m = m(φ). Pour un corps libre de toute autre
interaction que la gravitation, la the´orie peut se de´velopper comme
Smat = −c
∫
m (φ) ds ' −c
∫
[m+ (ms) φ] ds , (2.60)
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ou` s = (d lnm/dφ)p0 est la sensitivite´ du corps aux champs de gravitation auxiliaires. A travers
ms, une nouvelle charge de gravitation est donc identifie´e, au-dela` de la masse m elle-meˆme.
Cette charge conserve´e est ine´luctablement source de radiations dipolaires, a` l’instar de la
charge e´lectrique en e´lectromagne´tisme. Remarquons que ces radiations dipolaires sont identi-
fie´es dans la the´orie line´arise´e, au meˆme titre que les contributions quadrupolaires tensorielles.
En conclusion, l’existence de radiations dipolaires dominantes n’est nullement spe´cifique
aux the´ories de Brans-Dicke. Elle est associe´e a` la violation du Principe d’Equivalence Fort
a` travers la pre´sence d’une charge de gravitation auxiliaire. Au chapitre 5, nous ge´ne´ralisons
encore cette relation, et proposons des contraintes expe´rimentales importantes sur les charges
gravitationnelles auxiliaires (notamment sur le couplage scalaire) en termes de l’analyse de la
de´croissance orbitale de diffe´rents syste`mes binaires.
Conclusion
En conclusion, les pulsars binaires PSRB1913+16 et PSRB1534+12 restent aujourd’hui
encore les seuls laboratoires nous donnant une e´vidence indirecte de l’existence des ondes
de gravitation. Cependant, encore une fois, si l’accord avec les pre´dictions de la Relativite´
Ge´ne´rale dans ce test de la structure radiative de l’interaction gravitationnelle est impression-
nant (0.35% pour le pulsar de Hulse et Taylor), il n’exclut en rien le concours e´ventuel d’une
composante scalaire de gravitation, avec un couplage tel qu’il est donne´ par les contraintes
dans notre syste`me solaire. En effet, en termes de l’e´mission de radiations gravitationnelles
dans des syste`mes de corps compacts, les pre´dictions des the´ories de Brans-Dicke s’e´cartent
de fac¸on notable de celles de la Relativite´ Ge´ne´rale, les radiations dipolaires scalaires e´tant a
priori largement dominantes. L’analyse expe´rimentale de ces laboratoires ide´aux que consti-
tuent les syste`mes d’e´toiles binaires devrait donc nous permettre d’e´tablir des contraintes sur
la composante scalaire de gravitation. Malheureusement, dans le cas pre´cis des deux pulsars
e´tudie´s, les masses presque identiques des deux e´toiles a` neutrons conspirent accidentellement
pour supprimer cette e´mission dipolaire, et aucune contrainte nouvelle ne peut eˆtre de´finie
sur le couplage scalaire.
A travers les the´ories de Brans-Dicke, nous avons conside´re´ jusque-la` une premie`re alter-
native majeure a` la Relativite´ Ge´ne´rale, dans l’ide´e de l’introduction de champs de gravitation
auxiliaires en quatre dimensions. Les deux chapitres qui suivent sont consacre´s a` la discussion
du concept de dimension supe´rieure.
58 CHAPITRE 2. ONDES DE GRAVITATION
Chapitre 3
Dimensions supe´rieures larges
1En 1921, T. Kaluza introduit pour la premie`re fois le concept de dimension supple´mentaire
de l’espace-temps dans sa tentative d’unification de la gravitation et de l’e´lectromagne´tisme.
Aujourd’hui, cette notion est essentielle a` la cohe´rence des the´ories quantiques relativistes qui
unifient les interactions fondamentales (Supergravite´ et the´ories de Cordes). En particulier,
dans les mode`les que nous conside´rons, seule la gravitation se propage dans les dimensions
supple´mentaires. Cette ide´e est naturelle dans le cadre des the´ories de Cordes, dans lesquelles
la notion de membrane est introduite comme un objet ou` s’attachent les extre´mite´s des cordes
ouvertes, dont la phe´nome´nologie effective a` basse e´nergie doit donner notre Mode`le Standard.
Seules les cordes ferme´es, dont les excitations a` basse e´nergie s’identifient aux me´diateurs de
l’interaction gravitationnelle, sont a priori libres de se propager dans toutes les dimensions.
Par ailleurs, dans notre conception classique, la gravitation est de nature ge´ome´trique. L’in-
teraction gravitationnelle est par conse´quent ine´vitablement lie´e a` la structure globale de
l’espace-temps, et non confine´e a` une partie de celui-ci.
Le pre´sent chapitre est consacre´ a` l’analyse des mode`les ADD, propose´s en 1998 par
N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos et G. Dvali en re´ponse au proble`me hie´rarchique dans le
Mode`le Standard. L’espace y est de´fini comme simple produit direct de l’espace quadridi-
mensionnel habituel avec un espace de dimensions supple´mentaires compactifie´es larges, ou`
seule la gravitation se propage. L’e´chelle fondamentale de la the´orie est de´finie par l’e´chelle
e´lectrofaible. Nous e´tablissons d’abord la the´orie effective associe´e en quatre dimensions afin
de comprendre comment la pre´sence de ces dimensions supple´mentaires affecte la structure
de l’interaction gravitationnelle avec la matie`re (sections 3.1 a` 3.3). Nous e´tudions ensuite la
phe´nome´nologie et les contraintes expe´rimentales (sections 3.4 et 3.5).
3.1 Hie´rarchie des couplages
Avant d’aborder pre´cise´ment ces the´ories, il nous paraˆıt important d’exposer en quelques
mots l’origine de leur introduction, a` savoir le proble`me de la hie´rarchie des couplages dans le
Mode`le Standard de la physique des particules [PS95]. L’e´chelle de masse fondamentale pour
la gravitation est donne´e par la masse de Planck2 :
MPl ≡ G−1/2 ' 1.2× 1019 GeV , (3.1)
1
~ = c = 1.
2Pour eˆtre plus pre´cis, le couplage gravitationnel exact (4piG)1/2 est associe´ a` une masse de Planck re´duite :
M¯Pl = (4pi)
−1/2MPl.
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ou` G est la constante de Newton expe´rimentale. Les couplages e´lectrofaibles sont commune´-
ment de´finis par l’e´chelle de masse des bosons de jauges W± et Z0, me´diateurs de l’interaction
faible. Plus fondamentalement, toutes les masses du Mode`le Standard sont induites par la bri-
sure spontane´e de la syme´trie e´lectrofaible, a` travers l’introduction d’une valeur dans le vide
v pour le champ scalaire fondamental de Higgs. Cette valeur de´finit l’e´chelle de masse de la
the´orie :
Mew ≡ v = 2−1/4G−1/2F ' 246 GeV , (3.2)
ou`GF , la constante de Fermi, est la constante de couplage effective pour les interactions faibles.
Cependant, les corrections radiatives δm a` une masse scalaire divergent quadratiquement dans
la masse introduite pour re´gulariser la the´orie. L’unique e´chelle a` laquelle ces divergences
peuvent eˆtre re´gularise´es, dans le Mode`le Standard, est la masse de Planck. Afin de prote´ger
la masse du Higgs et par la`, l’e´chelle e´lectrofaible (Mew), un ajustement fin et peu naturel des
masses nues (m0) par rapport aux corrections radiatives est ne´cessaire :
m2|O(TeV 2) = m
2
0|O(M2Pl)
+ δm2|O(M2Pl)
. (3.3)
Ce proble`me de hie´rarchie est une pierre d’achoppement majeure au sein de notre Mode`le Stan-
dard. L’introduction de la Supersyme´trie est une re´ponse possible au proble`me, qui pre´serve le
caracte`re fondamental de la masse de Planck. L’existence de dimensions supple´mentaires offre
en fait une alternative se´rieuse reposant sur la constatation suivante. Alors que les interac-
tions e´lectrofaibles ont e´te´ e´tudie´es a` l’e´chelle Mew, les forces de gravitation n’ont e´te´ sonde´es
que depuis des e´chelles de l’ordre des distances de´finies dans le syste`me solaire, jusqu’a` des
distances le´ge`rement infe´rieures au millime`tre. Conside´rer que la masse de Planck soit l’e´chelle
de masse fondamentale revient a` supposer que la gravitation n’est pas modifie´e sur 32 ordres
de grandeur, depuis le millime`tre jusqu’a` la distance de Planck (10−35 me`tres). Ce qui n’est
pas ne´cessairement naturel. L’e´chelle de masse fondamentale pourrait eˆtre tre`s diffe´rente de
la masse de Planck. Les mode`les introduits dans ce chapitre proposent une e´chelle de l’ordre
de l’e´chelle e´lectrofaible, e´liminant par de´finition la hie´rarchie des constantes de couplages.
3.2 Mode`les ADD
Ces mode`les ADD (Arkani-Hamed, Dimopoulos et Dvali [ADD98]) introduits en 1998 sont
caracte´rise´s par une interaction gravitationnelle de´finie au-dela` des quatre dimensions habi-
tuelles, dans δ dimensions supple´mentaires de notre espace-temps. L’action correspondante
s’e´crit
S(4+δ) = −1
4
M2+δ(4+δ)
∫
d4x
∫
dδy
√
|gˆ| Rˆ+ Smat , (3.4)
ou` le secteur gravitationnel est donne´ par l’action d’Einstein-Hilbert en 4 + δ dimensions (les
coordonne´es xµ identifient les dimensions habituelles et ym les dimensions supple´mentaires3).
gˆ est le de´terminant de la me´trique gˆMN . Rˆ est le scalaire de courbure correspondant. M(4+δ)
de´finit l’e´chelle de masse fondamentale de la the´orie. En l’absence de gravitation, la structure
de l’espace-temps est de´finie par la me´trique de Minkowski en 4 + δ dimensions (ηMN ), qui
3Nous nous tenons aux conventions d’indices suivantes : les indices majuscules courent sur toutes les dimen-
sions (0 ≤M,N... ≤ 3+δ), les indices grecs identifient toujours les quatre dimensions d’espace-temps habituelles
(0 ≤ µ, ν... ≤ 3), les indices latins “ij” courent sur les trois dimensions spatiales usuelles (1 ≤ i, j... ≤ 3), alors
que les indices latins “mn” tiennent pour les dimensions supple´mentaires seulement (4 ≤ m,n... ≤ 3 + δ).
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pre´serve notamment l’invariance sous les transformations de Poincare´ en quatre dimensions.
Dans ce cadre, l’espace-temps apparaˆıt donc comme simple produit direct de notre espace-
temps quadridimensionnel habituel sans courbure avec un espace δ-dimensionnel plat. Par
ailleurs, il semble e´vident que les dimensions supple´mentaires ne peuvent eˆtre infinies, puis-
qu’elles restent jusqu’ici inaccessibles a` l’expe´rience. Nous sommes par conse´quent amene´s a`
compactifier l’espace extradimensionnel. Par souci de simplicite´, la compactification est faite
sur un tore de volume Vδ dont nous conside´rons tous les rayons e´gaux (Ri = R). Dans les
limites expe´rimentales actuelles, c’est-a`-dire a` des e´chelles d’e´nergies (de distances) infe´rieures
(supe´rieures) a` 100GeV (2 × 10−18m), le Mode`le Standard est confine´ dans nos quatre di-
mensions habituelles d’espace-temps. Si nous voulons introduire la matie`re ordinaire dans
une dimension supple´mentaire, il est donc indispensable de conside´rer cette dimension comme
compactifie´e sur une e´chelle de distance encore extreˆmement petite afin de ne pas modifier la
phe´nome´nologie en dec¸a` de 100GeV :
R < 2× 10−18 m. (3.5)
Les mode`les e´tudie´s admettent que seule la gravitation se propage dans toutes les dimensions,
se libe´rant ainsi de cette contrainte importante. La matie`re est confine´e sur une 3-membrane
(localise´e en ym = 0), dont les dimensions correspondent a` celles de notre espace-temps
habituel :
Smat =
∫
d4x
√
−gˆLmat (Ψ, gˆµν) . (3.6)
Le symbole Ψ de´finit les champs de matie`re, dont le couplage a` la gravitation est donne´ par la
partie de la me´trique de l’espace-temps induite sur la membrane gˆµν(x
µ) ≡ gˆµν(xµ, ym = 0).
Dans cette action, gˆ identifie le de´terminant de cette me´trique en quatre dimensions.
L’introduction de dimensions supple´mentaires larges est primordiale dans l’ide´e d’une re´-
solution du proble`me hie´rarchique. Comme nous l’e´tablissons dans la section suivante, les
e´chelles de masse de la the´orie fondamentale (M(4+δ)) et de la the´orie effective en quatre
dimensions (M¯Pl) sont lie´es par la relation suivante :
M¯2Pl = M
2+δ
(4+δ)Vδ . (3.7)
La masse de Planck est une e´chelle de´rive´e. La dilution de l’interaction dans le volume des
dimensions supple´mentaires justifie naturellement un couplage gravitationnel faible en quatre
dimensions. Le de´veloppement complet montre que les conse´quences phe´nome´nologiques de
l’existence de dimensions supple´mentaires (sections 3.4 et 3.5) sont davantage lie´es au rayon de
compactification (R) qu’a` la longueur meˆme de la dimension compactifie´e (L = 2piR). Aussi,
M(4+δ) est rede´finie en termes d’une masse fondamentale re´duite M¯(4+δ) ≡ (2pi)δ/(2+δ)M(4+δ),
qui e´value plus pre´cise´ment l’e´chelle de masse de la the´orie, et la relation (3.7) se re´e´crit
M¯2Pl = M¯
2+δ
(4+δ)R
δ . (3.8)
La masse fondamentale de´finit a priori l’e´chelle a` partir de laquelle des effets quantiques forts
sont attendus. Dans le souci de re´pondre au proble`me hie´rarchique, sans toutefois introduire
de modification profonde de la phe´nome´nologie aux e´nergies accessibles a` l’expe´rience en
laboratoire aujourd’hui (≤ 100GeV ), l’e´chelle fondamentale re´duite peut essentiellement eˆtre
identifie´e a` l’e´chelle des interactions e´lectrofaibles (Mew). Si nous fixons cette valeur a`
M¯(4+δ) ' 1 TeV , (3.9)
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le rayon de compactification des dimensions supple´mentaires est donne´ en fonction du nombre
de dimensions supple´mentaires par
R(4+δ) =
(
M¯Pl
M¯(4+δ)
)2/δ
~c
M¯(4+δ)c2
(3.10)
' 1031/δ ~c
TeV
(3.11)
' 2× 10(31/δ−19) m, (3.12)
ce qui nous permet d’imaginer l’existence de dimensions de taille macroscopique, plutoˆt que
re´duites a` l’e´chelle de Planck ou a` l’e´chelle e´lectrofaible elle-meˆme. Notons de´ja` que dans
le cas δ = 1, la dimension supple´mentaire serait de l’ordre de l’e´chelle des distances dans
le syste`me solaire. La loi de Newton en 1/r2 e´tant en fait modifie´e en-dec¸a` du rayon de
compactification (section 3.4), la pre´sence d’une dimension supple´mentaire unique serait en
contradiction flagrante avec notre expe´rience de la gravitation classique sur Terre aussi bien
que dans le syste`me solaire. Pour δ ≥ 2, le rayon de compactification est re´duit en-dec¸a` du
millime`tre. Avant de discuter pre´cise´ment la phe´nome´nologie et les contraintes expe´rimentales
associe´es a` ces mode`les, nous e´tablissons la the´orie effective en quatre dimensions.
3.3 The´orie effective
Nous de´veloppons dans cette section l’action effective associe´e a` la the´orie line´arise´e
[HLZ99, GRW99], suffisante pour e´tablir les caracte´ristiques majeures des mode`les conside´-
re´s, a` des e´nergies infe´rieures a` l’e´chelle de masse fondamentale. En pre´sence de gravitation,
hˆMN (x, y) de´finit la perturbation de la me´trique autour de l’espace de Minkowski,
gˆMN (x, y) = ηMN + hˆMN (x, y) . (3.13)
L’action a` l’ordre 2 pour les champs de gravitation hˆMN (x, y) et leur interaction line´aire avec
la matie`re est donne´e par
S
(2)
(4+δ) =
1
4
M2+δ(4+δ)
∫
d(4+δ)x
(
1
4
∂M hˆ
AB∂M hˆAB − 1
4
∂M hˆ∂
M hˆ+
1
2
∂M hˆ∂N hˆMN
−1
2
∂N hˆ
MN∂RhˆMR
)
− 1
2
∫
d4x
(
hˆµν (x, 0)Tµν
)
,(3.14)
analogue en 4 + δ dimensions du de´veloppement (1.151) pour la Relativite´ Ge´ne´rale. Tµν est
toujours le tenseur e´nergie-moment pour les champs de matie`re sur la 3-membrane (calcule´
sur l’espace de Minkowski). Afin de voir plus clairement le contenu en champs de la the´orie
effective, conside´rons un instant les e´quations de champs line´arise´es. Sous les conditions de
jauge harmonique habituelles, en 4 + δ dimensions,
∂M
¯ˆ
hMN = 0 , (3.15)
les e´quations dans le vide pour les perturbations hˆMN sont
2(4+δ)
¯ˆ
hMN = 0 . (3.16)
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L’hypothe`se de compactification sur le tore implique que chaque champ (re´el) se de´compose
en modes4 hˆ
(~n)
MN (x) par simple de´composition de Fourier :
hˆMN (x, y) =
+∞∑
ni=−∞
hˆ
(~n)
MN (x) e
i( ~n·~yR ) . (3.17)
Par conse´quent, les e´quations pour les modes (en quatre dimensions) s’e´crivent
(
2(4) +m
2
n
) ¯ˆ
hMN = 0 , (3.18)
avec
mn =
n
R
, (3.19)
ou` n = |~n|. Aussi, la the´orie effective en quatre dimensions comprend aussi bien des modes
de masse nulle (~n = 0) pour la me´diation de l’interaction gravitationnelle, que des excitations
massives (~n 6= 0), appele´es modes de Kaluza-Klein, et dont la masse est quantifie´e sur une
e´chelle de´finie par le rayon de compactification. Cette analyse est cependant loin d’eˆtre com-
ple`te. Nous ne savons effectivement pas a` quels types de champs ces modes correspondent et
nous n’avons pas e´tudie´ leur couplage a` la matie`re. Il n’est d’ailleurs pas ne´cessaire de s’encom-
brer des e´quations du mouvement pour e´tudier la the´orie en quatre dimensions. Formellement,
celle-ci est de´finie par inte´gration de l’action (3.14) sur les dimensions supple´mentaires cache´es.
Nous pouvons donc travailler directement a` ce niveau.
Re´duction de la me´trique
Au premier ordre pour une transformation infinite´simale des coordonne´es
x′
M
= xM + εM (x, y) , (3.20)
la perturbation hˆMN (x, y) devient
hˆ′MN (x, y) = hˆMN (x, y)− ε(M,N) (x, y) . (3.21)
L’analyse de ces relations pour les modes nuls sugge`re que les composantes hˆ
(~n=0)
µν (x) sont asso-
cie´es a` un champ de spin 2 en quatre dimensions, que les δ champs hˆ
(~n=0)
µn (x) sont des vecteurs
en quatre dimensions (pour chaque n, ε
(~n=0)
n (x) identifie le parame`tre d’une transformation
de jauge U(1), interne du point de vue des quatre dimensions d’espace-temps habituelles), et
que les δ(δ + 1)/2 champs hˆ
(~n=0)
mn (x) sont des scalaires5 :
hˆ′
(~n=0)
µν (x) = hˆ
(~n=0)
µν (x)− ε(~n=0)(µ,ν) (x) (3.22)
hˆ′
(~n=0)
µn (x) = hˆ
(~n=0)
µn (x)− ε(~n=0)n,µ (x) (3.23)
hˆ′
(~n=0)
mn (x) = hˆ
(~n=0)
mn (x) . (3.24)
4L’indice ~n = (n4, ..., n3+δ) est un vecteur a` composantes entie`res (−∞ < ni < +∞) dans l’espace extradi-
mensionnel.
5La perturbation εM (x, y) se de´compose en modes de Fourier (εM (x, y) =
∑+∞
ni=−∞
ε
(~n)
M (x) e
i(~n·~y/R)) au
meˆme titre que les champs hˆMN (x, y).
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Un simple argument de comptage des degre´s de liberte´ physiques corrobore encore cette re´-
partition des composantes. Dans le cadre de la Relativite´ Ge´ne´rale, le nombre de degre´s de
liberte´ physiques associe´s au graviton est de´fini par un raisonnement simple base´ sur l’in-
variance de jauge (voir chapitre 1) : 10 − (2 × 4) = 2. Par le meˆme raisonnement en 4 + δ
dimensions, le nombre de degre´s de liberte´ physiques contenus dans le champ me´trique d’une
the´orie invariante sous transformation ge´ne´rale des coordonne´es est donne´ par
(4 + δ) (5 + δ)
2
− (2× (4 + δ)) = (4 + δ) (1 + δ)
2
. (3.25)
A chaque niveau ~n, la the´orie effective est donc de´finie pour (4 + δ)(1 + δ)/2 composantes
physiques. En particulier, pour les modes nuls, les transformations de jauges (3.22) a` (3.24)
proposent une de´composition en un graviton non massif (he´licite´ 2, deux composantes trans-
verses et sans trace), δ (gravi-)vecteurs non massifs (he´licite´ 1, deux composantes transverses)
et δ(δ + 1)/2 (gravi-)scalaires non massifs (he´licite´ 0, une composante), qui remplissent exac-
tement le compte des degre´s de liberte´ :
2 + (2× δ) +
(
1× δ (δ + 1)
2
)
=
(4 + δ) (1 + δ)
2
. (3.26)
Cette analyse justifie la de´composition suivante de la me´trique :
ηMN + hˆMN (x, y) = ηMN +
[
hµν (x, y) + αηµνϕ (x, y) Aµn (x, y)
Amν (x, y) −2αϕmn (x, y)
]
, (3.27)
ou` ϕ = ηmnϕmn est la trace associe´e aux scalaires ϕmn dans les dimensions supple´mentaires, et
α une constante a` de´terminer. Par de´finition, la the´orie effective associe´e en quatre dimensions
re´sulte de l’inte´gration de l’action fondamentale sur le volume des dimensions compactifie´es.
Pour deux modes diffe´rents (~n 6= ~m), l’inte´gration de ei((~n−~m)·~y/R)sur ~y s’annule. Seuls les
modes correspondant a` la meˆme valeur de ~n vont coupler les uns aux autres :∫ 2piR
0
dδy = Vδ . (3.28)
Conside´rons dans un premier temps la the´orie effective pour les modes de masse nulle
(the´orie effective a` basse e´nergie). L’introduction de la de´composition (3.27) pour ces modes
dans l’action originale donne
S
(~n=0)
(4+δ) =
1
4
M2(4)
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
αβ∂µhαβ − 1
4
∂µh∂
µh+
1
2
∂µh∂νhµν − 1
2
∂νh
µν∂ρhµρ
)
+
1
2
(∂µϕ∂
µϕ) +
(
1
4
FµνmFµνm + α
2∂µϕ
mn
0 ∂
µϕ0mn
)]
−1
2
∫
d4x (hµνT
µν + αϕT ) , (3.29)
ou` nous avons omis l’indice “~n = 0” identifiant les modes conside´re´s. Les tenseurs F µνm sont
les tenseurs de forces lie´s aux champs vectoriels : F µνm ≡ ∂µAνm− ∂νAµm. Les scalaires ϕmn0
sont les parties sans trace des champs ϕmn : ϕmn0 = ϕ
mn− (1/δ)ηmnϕ. La diagonalisation des
termes cine´tiques pour hµν et ϕ n’est obtenue que moyennant la pre´sence du terme de trace
dans la partie 4 × 4 de la de´composition (3.27). La normalisation du terme cine´tique pour
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ϕ n’est obtenue que pour le choix α2 = δ/(δ + 2). En vertu de l’e´quation (3.28), l’e´chelle de
masse M(4) est de´finie par la relation M
2
(4) = M
2+δ
(4+δ)Vδ. Ce re´sultat donne la relation attendue
(3.7) entre les e´chelles de masse fondamentale et effective, si M(4) est identifie´e a` la masse
de Planck re´duite M¯Pl (voir section 3.5). La normalisation canonique des termes cine´tiques
peut eˆtre obtenue en rede´finissant le de´veloppement de la me´trique en perturbations (3.13)
en fonction de la constante de couplage en quatre dimension G(4),
gˆMN (x, y) = ηMN +
√
2κ(4)hˆMN (x, y) , (3.30)
avec
1
2
κ(4) = M
−2
(4) = 4piG(4) . (3.31)
Le confinement des champs de matie`re sur la 3-membrane re´duit donc de fac¸on importante
l’interaction. Les champs scalaires ne couplent qu’a` travers leur trace ϕ, alors que les champs
vectoriels Aµm sont tout a` fait de´couple´s. La the´orie effective a` basse e´nergie qui en re´sulte
s’identifie a` une the´orie scalaire-tenseur de type Brans-Dicke avec un couplage scalaire fort :
S
(~n=0)
(4+δ) = S
(2)
(rg)
(
hµν , κ(4)
)
+ S
(2)
(sc)
(
ϕ, α(4+δ)
)
, (3.32)
avec
α(4+δ) =
√
δ
δ + 2
(
ω(4+δ) =
1− δ
δ
)
. (3.33)
Le couplage scalaire e´volue de sa valeur α(5) = 1/
√
3 (ω(5) = 0) pour une dimension supple´-
mentaire unique (δ = 1), vers un couplage unitaire α(4+δ) → 1 (ω → −1) pour un nombre
infini de dimensions supple´mentaires (δ →∞).
Nous savons que les modes ~n 6= 0 de´finissent des champs massifs. Cependant, leur iden-
tification et l’obtention de leur couplage a` la matie`re sont fastidieuses et ne´cessitent une
rede´finition complexe des modes a` chaque niveau ~n. Cette rede´finition [GRW99] fait appa-
raˆıtre, pour chaque mode ~n, un e´tat de spin 2 (cinq composantes), δ− 1 e´tats vectoriels (spin
1, trois composantes) et δ(δ−1)/2 e´tats scalaires (spin 0, une composante), comme le sugge`re
le comptage des degre´s de liberte´6 :
5 + (3× (δ − 1)) +
(
1× δ (δ − 1)
2
)
=
(4 + δ) (1 + δ)
2
. (3.34)
En fait, a` partir d’une hypothe´tique de´composition en champs non massifs au mode ~n (voir
(3.26)), un me´canisme de nature purement ge´ome´trique intervient, par lequel un champ vecto-
riel (2 composantes) et un champ scalaire (1 composante) sont absorbe´s par les composantes
du tenseur de rang 2 (2 composantes), pour donner un graviton massif, et δ−1 autres champs
scalaires sont absorbe´s dans les composantes longitudinales des δ − 1 champs vectoriels res-
tants. Mais, la matie`re e´tant confine´e en quatre dimensions, certains de ces champs sont tout
a` fait de´couple´s et ne participent pas a` la phe´nome´nologie. Dans la section suivante, nous
de´crivons une me´thode originale beaucoup plus simple permettant d’identifier tous les cou-
plages (massifs et non massifs) a` partir de la “re´duction du propagateur” de la the´orie en 4+ δ
dimensions.
6En quatre dimensions, un champ massif de spin 1 peut eˆtre de´fini a` partir d’un champ vectoriel Aµ sous la
contrainte ∂µAµ = 0, qui re´duit le nombre de composantes physiques de quatre a` trois, a` travers l’e´limination
de la composante longitudinale scalaire. De fac¸on analogue, un champ massif de spin 2 peut eˆtre de´fini a` partir
d’un tenseur syme´trique Sµν , avec les conditions ∂
µSµν = 0 et S
µ
µ = 0 supprimant les composantes vectorielles
et scalaire. Toute particule de spin 2 massive comprend donc cinq degre´s de liberte´ physiques parmi les dix
composantes de base.
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Re´duction du propagateur
A l’inverse de la de´marche pre´ce´dente, nous e´tudions la structure et la propagation de la
gravitation en 4 + δ dimensions avant d’en e´tudier la de´composition en quatre dimensions.
Dans ce cadre, l’interaction gravitationnelle est ve´hicule´e par un seul e´tat d’he´licite´ 2 non
massif. Conside´rons le de´veloppement,
gˆMN (x, y) = ηMN +
√
2κ(4+δ)hˆMN (x, y) , (3.35)
pour un couplage de´fini par l’e´chelle e´lectrofaible (soit S(3+δ), l’aire de la surface de la sphe`re
unite´ dans l’espace de dimension 3 + δ)7 :
1
2
κ(4+δ) = M
−(2+δ)
(4+δ) = S(3+δ)G(4) . (3.36)
L’action originale (3.14) est ainsi normalise´e de fac¸on canonique :
S
(2)
(4+δ) =
∫
d(4+δ)x
[
1
4
∂M hˆ
AB∂M hˆAB − 1
4
∂M hˆ∂
M hˆ+
1
2
∂M hˆ∂N hˆMN
−1
2
∂N hˆ
MN∂RhˆMR
]
−
√
κ(4+δ)
2
∫
d4x
(
hˆµν (x, 0)Tµν
)
. (3.37)
Dans le formalisme de´fini au premier chapitre (section 1.6), la me´diation de l’interaction
est de´finie en termes du propagateur pour ce graviton unique. Dans l’espace des moments, si
q(4+δ) est le moment de transfert, la fonction de Green des e´quations du mouvement en 4 + δ
dimensions s’e´crit
GMN,AB
(
q(4+δ)
)
=
ηMAηNB + ηMBηNA − 22+δηMNηAB
q2(4+δ) + iε
. (3.38)
Le terme d’interaction (∼ hˆµν(x, 0)Tµν) de´finit un vertex triline´aire pour l’interaction entre le
graviton en dimension supe´rieure et les champs de matie`re confine´s sur la membrane :
hˆµν(x, ~y)
√
κ(4+δ)
2 T
µν(x, 0)
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
A nouveau, nous pouvons de´finir une amplitude ge´ne´rale de diffusion pour l’e´tude de la the´orie
line´arise´e. L’amplitude pour la diffusion de deux champs (de tenseurs e´nergie-moment T
(1)
µν et
T
(2)
µν ) par le graviton prend la forme
M(4+δ)
(
q(4+δ)
)
=
1
c5
N S(3+δ)
[
G(4+δ) T
(1)
µν G
µν,αβ
(
q(4+δ)
)
T
(2)
αβ
]
, (3.39)
ou` N est le coefficient de normalisation standard (voir (1.156)).
7Comme nous le montrons dans la section suivante, cette de´finition est introduite afin de s’assurer que
G(4+δ) soit la constante de couplage exacte de´finissant la loi de Newton en 4 + δ dimensions. Remarquons que
dans le cas δ = 0, nous retrouvons bien S(3) = 4pi et κ(4) = 8piG(4).
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L’interaction en 4 + δ dimensions est e´tablie. Sa de´composition dans une the´orie effective
en quatre dimensions est donne´e par le raisonnement suivant. L’e´quation (3.18) identifie la
partie transverse du moment de transfert (c’est-a`-dire les composantes en dimensions supple´-
mentaires, ~qδ) a` la masse d’un mode ~n :
q2(4+δ) = q
2
(4) −m2n , (3.40)
avec mn = n/R. La nature de ces modes et leurs couplages a` la matie`re peuvent eˆtre e´tablis
graˆce a` la “re´duction du propagateur” dans l’amplitude de diffusion de´finie ci-dessus. Pour un
moment de transfert q(4) fixe´, tous les modes de Kaluza-Klein pour les champs de gravitation
participent a` la propagation :
GMN,AB
(
q(4), y
m − y′m = 0) = 1
Vδ
∑
~n
GMN,AB
(
q(4), ~n
)
. (3.41)
L’amplitude de diffusion ge´ne´rale prend donc la forme effective suivante en quatre dimensions :
M(4+δ)
(
q(4)
)
=
1
c5
N S(3+δ)
[
1
Vδ
∑
~n
G(4+δ) T
(1)
µν G
µν,αβ
(
q(4), ~n
)
T
(2)
αβ
]
(3.42)
=
1
c5
N 4pi
[∑
~n
G(4) T
(1)
µν G
µν,αβ
(
q(4), ~n
)
T
(2)
αβ
]
. (3.43)
La relation entre les constantes de couplages
G(4) =
S(3+δ)
4piVδ
G(4+δ) , (3.44)
est pose´e pour obtenir le couplage standard d’interaction en quatre dimensions. Elle n’est
qu’une expression e´quivalente de l’e´quation (3.7). L’amplitude totale se de´compose donc en
M(4+δ)
(
q(4)
)
= M0(4+δ) +
∑
~n6=0
Mn(4+δ) , (3.45)
ou` M0(4+δ) et Mn(4+δ) sont associe´es a` l’interaction par la propagation de me´diateurs non
massifs et massifs, respectivement.
L’amplitude a` basse e´nergie M0(4+δ) peut encore se de´velopper comme
M0(4+δ) =
1
c5
N 4pi
[
G(4) T
(1)
µν
ηµαηνβ + ηµβηνα − 22+δηµνηαβ
q2(4) + iε
T
(2)
αβ
]
(3.46)
=
1
c5
N 4pi
[
G(4) T
(1)
µν
ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ
q2(4) + iε
T
(2)
αβ
+
δ
δ + 2
G(4) T
(1) 1
q2(4) + iε
T (2)
]
. (3.47)
L’action effective correspondante en quatre dimensions de´finit la the´orie scalaire-tenseur de
gravitation avec un couplage scalaire fort, identifie´e dans la section pre´ce´dente (voir (3.32)).
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Nous obtenons donc deux vertex pour l’interaction gravitationnelle a` basse e´nergie
h
(0)
µν
√
κ(4)
2 T
µν
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
ϕ(0)
α(4+δ)
√
κ(4)
2 T
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
En ces termes par contre, l’identification des couplages massifs est imme´diate (notons que
la structure tensorielle d’un champ de spin 2 massif est le´ge`rement diffe´rente du cas non
massif8). Pour chaque ~n, nous pouvons de´velopper Mn(4+δ) comme
Mn(4+δ) =
1
c5
N 4pi
[
G(4) T
(1)
µν
ηµαηνβ + ηµβηνα − 22+δηµνηαβ
q2(4) −m2n + iε
T
(2)
αβ
]
(3.48)
=
1
c5
N 4pi
[
G(4) T
(1)
µν
ηµαηνβ + ηµβηνα − 23ηµνηαβ
q2(4) −m2n + iε
T
(2)
αβ
+
2
3
δ − 1
δ + 2
G(4) T
(1) 1
q2(4) −m2n + iε
T (2)
]
. (3.49)
La the´orie effective correspondante comprend donc, a` chaque mode ~n, un graviton et un
scalaire massifs. L’interaction correspondante peut eˆtre de´finie a` partir de l’action pour des
champs re´els hµν(~n) et ϕ(~n) :
S
(~n6=0)
(4+δ) =
∑
~n6=0
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
αβ(~n)∂µh
(~n)
αβ −
1
4
∂µh
(~n)∂µh(~n) +
1
2
∂µh(~n)∂νh(~n)µν
−1
2
∂νh
µν(~n)∂ρh(~n)µρ +
1
4
m2nh
(~n)h(~n) − 1
4
m2nh
αβ(~n)h
(~n)
αβ
)
+
(
1
2
∂µϕ
(~n)∂µϕ(~n) − 1
2
m2nϕ
(~n)ϕ(~n)
)]
∑
~n6=0
−
√
κ(4)
2
∫
d4x
(
hµν(~n)Tµν + β(4+δ)ϕ
(~n)T
)
. (3.50)
La constante β2(4+δ) = (2/3)[(δ − 1)/(δ + 2)] de´finit le couplage relatif du mode scalaire au
mode tensoriel. En conclusion, dans un espace-temps comptant au moins deux dimensions
8Un calcul direct a` partir de l’action pour un champ massif de spin 2 en quatre dimensions,
S =
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
αβ∂µhαβ − 1
4
∂µh∂
µh+
1
2
∂µh∂νhµν − 1
2
∂νh
µν∂ρhµρ
)
+
(
1
4
m2h2 − 1
4
m2hαβhαβ
)]
,
donne la structure suivante pour le propagateur correspondant :
Gµν,αβ (q) =
(
1
q2 −m2 + iε
)[(
ηµαηνβ + ηµβηνα − 2
3
ηµνηαβ
)
+
(
2
3
qµqν
m2
ηαβ +
2
3
qαqβ
m2
ηµν − q
µqα
m2
ηνβ
−q
νqα
m2
ηµβ − q
µqβ
m2
ηνα − q
νqβ
m2
ηµα
)
+
4
3
(
qµqνqαqβ
m4
)]
,
ou` les termes O(qµqν , ...) ne contribuent pas a` l’interaction avec la matie`re, par conservation de l’e´nergie et de
la quantite´ de mouvement : qµT
µν(q) = 0.
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supple´mentaires (δ ≥ 2) compactes, des (4+δ)(1+δ)/2 degre´s physiques disponibles a` chaque
mode ~n, 6 couplent a` la matie`re confine´e en quatre dimensions, a` travers un graviton de spin 2
(cinq composantes) et un scalaire (une composante). Dans le cas d’une dimension supple´men-
taire unique (δ = 1), seul un graviton de spin 2 subsiste a` chaque mode. Le couplage scalaire
est par ailleurs interdit par simple comptage des degre´s de liberte´ : (4 + δ)(1 + δ)/2 = 5. Les
vertex associe´s aux excitations massives se re´sument donc a`
h
(~n)
µν
√
κ(4)
2 T
µν
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
ϕ(~n)
β(4+δ)
√
κ(4)
2 T
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
Notons que cette proce´dure de re´duction du propagateur e´vite, dans l’analyse des modes
nuls autant que pour les modes massifs, la prise en compte de champs scalaires et vectoriels qui
se propagent sans interaction avec la matie`re et ne participent donc pas a` la phe´nome´nologie.
Dans la section suivante, nous utilisons a` nouveau les amplitudes de diffusion (et la re´duction
du propagateur) pour comprendre la structure de l’interaction classique a` travers le potentiel
associe´, comme nous l’avons fait au chapitre 1 pour la Relativite´ Ge´ne´rale et les the´ories de
Brans-Dicke.
3.4 Potentiel d’interaction
Cette section e´tablit la structure du potentiel d’interaction a` toutes les e´chelles d’e´nergies,
au sein de ces the´ories ou` seule la gravitation peut se propager dans les dimensions supple´men-
taires [ADD99, KS00]. Dans un premier temps, ce potentiel est e´tabli a` partir de la the´orie
originale en dimension supe´rieure, ou` la gravitation est de´finie par un unique graviton non
massif. Nous obtenons ensuite ce meˆme re´sultat dans le cadre de la the´orie effective au sein de
laquelle une tour infinie d’excitations de Kaluza-Klein participent a` une interaction purement
quadridimensionnelle.
The´orie originale
La transforme´e de Fourier du potentiel classique d’interaction en 4 + δ dimensions est
donne´e par l’amplitude (3.39) pour la diffusion de deux champs ψ1 et ψ2, dans la limite non
relativiste statique (T µν ≡ ρc2δµ0δν0) :
M(4+δ)
(
q(4+δ)
)
= hˆµν(x, ~y)
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
=
1
c
N
(
2
δ + 1
δ + 2
)
G(4+δ)m1m2
(
S(3+δ)
−~q 2(4+δ)
)
. (3.51)
~q(4+δ) est la composante spatiale du moment de transfert en 4 + δ dimensions. L’approche
inde´pendante qui suit est base´e sur l’analyse de l’e´quation de Poisson pour le potentiel gra-
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vitationnel dans la the´orie originale. Elle revient essentiellement a` calculer la transforme´e de
Fourier inverse de l’expression (3.51), aux diffe´rentes e´chelles d’e´nergie.
Le mouvement des corps est ge´ode´sique. Dans la limite non relativiste, le potentiel d’in-
teraction V (~x, ~y) induit par une distribution de densite´ ρ(~x, ~y) est donne´ par l’e´quation de
Poisson
∆(3+δ)V (~x, ~y) =
δ + 1
δ + 2
κ(4+δ)ρ (~x, ~y) (3.52)
= 2
δ + 1
δ + 2
S(3+δ)G(4+δ)ρ (~x, ~y) . (3.53)
Cette e´quation n’est qu’une autre expression de la loi de Gauss pour l’interaction gravitation-
nelle :
~∇(3+δ) · ~f (~x, ~y) = −2
δ + 1
δ + 2
S(3+δ)G(4+δ)ρ (~x, ~y) , (3.54)
ou` ~f(~x, ~y) est la force gravitationnelle par unite´ de masse exerce´e sur un corps au point (~x, ~y).
La matie`re est confine´e sur la membrane. Nous conside´rons une source ponctuelle m1 au point
~x1. La densite´ est donc donne´e par une distribution delta : ρ(~x, ~y) = m1δ
3(~x−~x1)δδ(~y). A une
e´chelle de distance largement infe´rieure au rayon de compactification (r < R), l’espace-temps
est purement 4 + δ-dimensionnel, et l’inte´gration sur les 3 + δ dimensions spatiales donne une
force en 1/r2+δ. Pour la force ~F exerce´e par la source m1 sur une masse m2, nous obtenons
en effet
~F (r) = −GN(4+δ)
m1m2
r2+δ
rˆ , (3.55)
ou` ~r est le vecteur joignant m1 a` m2, et rˆ = ~r/r, le vecteur unite´ correspondant. Le couplage
exact GN(4+δ) est de´fini par
GN(4+δ) = 2
δ + 1
δ + 2
G(4+δ) . (3.56)
Par contre, a` des distances plus grandes que l’e´chelle de compactification (r > R), la source
peut eˆtre vue comme une distribution cylindrique qui remplit la totalite´ de la dimension sup-
ple´mentaire. Par application de la loi de Gauss (3.54) autour de cette distribution cylindrique,
et en vertu de la relation (3.44) entre les constantes de couplage nues G(4) et G(4+δ), nous
obtenons la loi de Newton habituelle en quatre dimensions :
~F (r) = −GN(4)
m1m2
r2
rˆ . (3.57)
Le couplage exact GN(4), identifie´ a` la constante de Newton expe´rimentale G, est encore de´fini
a` partir du couplage nu par
GN(4) = 2
δ + 1
δ + 2
G(4) . (3.58)
The´orie effective
En termes de la the´orie effective en quatre dimensions, le potentiel d’interaction est donne´
par l’amplitude totale (3.43) pour la diffusion de deux champs ψ1 et ψ2, dans la limite non
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relativiste statique. Cette amplitude se de´compose comme
M(4+δ)
(
q(4)
)
=
∑
~n
1
c
N
(
2
δ + 1
δ + 2
)
G(4)m1m2
(
4pi
−~q 2 −m2n
)
(3.59)
=
∑
~n
( h
(~n)
µν
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
+ ϕ(~n)
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
)
=
1
c
N G(4)m1m2

(1 + α2(4+δ)) 4pi−~q 2 +
∑
~n6=0
(
4
3
+ β2(4+δ)
)
4pi
−~q 2 −m2n

 ,
(3.60)
ou` ~q est la composante spatiale du moment de transfert en quatre dimensions. La contribution
des modes nuls scalaire et tensoriel donne le potentiel de Newton exact. En accord avec la
the´orie scalaire-tenseur de´finie a` basse e´nergie, la constante de Newton est identifie´e par la
relation G = G(4)(1+α
2
(4+δ)), e´quivalente a` la relation (3.58). Les modes massifs de´finissent, a`
chaque niveau ~n 6= 0, un potentiel de Yukawa dont la porte´e est inversement proportionnelle
a` la masse du mode conside´re´ (mn = n/R) :
V (r) = V0 (r) +
∑
~n
Vn (r) (3.61)
= −Gm1m2
+∞∑
~n=−∞
e−nr/R
r
. (3.62)
A des e´chelles de distance largement supe´rieures a` l’e´chelle de compactification (r > R), ou
encore a` des e´chelles d’e´nergie infe´rieures a` l’e´nergie de masse du premier niveau d’excitation,
les contributions des termes de Yukawa sont supprime´es, la the´orie est essentiellement de´finie
par les modes de masse nulle et l’interaction est purement newtonienne, en accord avec le
re´sultat (3.57) :
V (r > R) ' −Gm1m2
r
(
1 + 2δe−r/R + ...
)
. (3.63)
Au-dela` de cette e´chelle d’e´nergie (r < R), tous les modes massifs doivent eˆtre conside´re´s, et
leur sommation peut s’exprimer sous forme inte´grale, qui donne finalement la structure exacte
du potentiel d’interaction en terme d’une loi en 1/r1+δ :
V (r < R) = −Gm1m2
∫ +∞
−∞
d~n
e−nr/R
r
(3.64)
= −GVδS(δ)Γ(δ)
(2pi)δ
m1m2
rδ+1
(3.65)
= −GN(4+δ)
1 + δ
m1m2
rδ+1
. (3.66)
Γ(δ) est la valeur de la fonction Γ(d) standard en d = δ, et S(d) est l’aire de la surface de la
sphe`re unite´ en dimension d. Cette loi donne l’expression exacte de la force en 1/r2+δ de´finie
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ci-dessus (voir (3.55))9.
En conclusion, l’interaction a` courte distance est donne´e par une loi diffe´rente de la loi
de Newton, dont l’intensite´ augmente plus rapidement lorsque les corps en interaction se
rapprochent. Par ailleurs, si la the´orie originale nous donne un calcul direct du potentiel
classique, la the´orie effective nous permet de comprendre l’origine quadridimensionnelle des
diffe´rentes contributions. La section suivante discute des contraintes expe´rimentales de´finies
sur base de cette structure.
3.5 Contraintes expe´rimentales
Cette dernie`re section e´tablit les contraintes expe´rimentales majeures sur les mode`les e´tu-
die´s. Dans un premier temps, des limites sur la grandeur et le nombre des dimensions sup-
ple´mentaires sont de´finies et un me´canisme est envisage´ pour leur stabilisation. La the´orie
effective a` basse e´nergie est rede´finie. Nous conside´rons ensuite les limites astrophysiques et
de laboratoire. Les contraintes correspondantes sur l’e´chelle de masse fondamentale de la
the´orie re´sultent de modifications non ne´gligeables des interactions a` l’e´chelle e´lectrofaible
introduites par la pre´sence des vecteurs d’interactions massifs.
Potentiel d’interaction et couplage scalaire
Les conside´rations de la section pre´ce´dente permettent de de´finir une limite sur la grandeur
des dimensions supple´mentaires. Les tests expe´rimentaux de la gravitation, dont la ve´rification
de la loi de potentiel en 1/r, s’e´tendent depuis des distances d’ordre astronomique jusqu’au
millime`tre [LCP99]. Par conse´quent, les dimensions supple´mentaires doivent eˆtre compactifie´es
sur des rayons infe´rieurs au millime`tre, de manie`re a` assurer le de´couplage de tous les modes
massifs et des potentiels de Yukawa correspondants aux e´chelles accessibles expe´rimentalement
(voir (3.63)). Ceci revient a` demander une e´chelle de masse (µ ≡ m(n=1) = 1/R) suffisamment
importante pour les modes de Kaluza-Klein :
R(exp) ≤ 10−3 m (3.67)
µ(exp) ≥ 2× 10−4 eV . (3.68)
Ces conditions de´finissent donc la possibilite´ de dimensions extreˆmement larges par rapport
a` l’e´chelle de Planck, ou meˆme a` l’e´chelle e´lectrofaible. Au niveau the´orique, une masse fon-
damentale au TeV fixe le rayon de compactification R(4+δ) (voir (3.12)), et de manie`re e´qui-
valente l’e´chelle de masse µ(4+δ), en fonction du nombre de dimensions supple´mentaires :
R(4+δ) = 2× 10(31/δ−19) m (3.69)
µ(4+δ) = 10
(12−31/δ) eV . (3.70)
Dans le cas d’une dimension supple´mentaire unique, le rayon de compactification est de l’ordre
de grandeur de notre syste`me solaire (R(5) ' 2×1012m), correspondant a` une de´ge´ne´rescence
9L’aire de la surface de la sphe`re unite´ dans un espace d-dimensionnel est donne´e par Sd = 2pi
d/2/Γ(d/2).
Les fonctions Γ(d) sont de´finies comme Γ(d) ≡ ∫∞
0
dx xd−1e−x. Elles satisfont aux relations utiles suivantes :
Γ(d/2) × Γ((d + 1)/2) = (pi1/2/2d−1) × Γ(d) et d × Γ(d) = Γ(d + 1), et prennent les valeurs particulie`res
Γ(1/2) = pi1/2 et Γ(1) = 1 en d = 1/2 et d = 1.
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extreˆme des masses (µ(5) ' 10−19 eV ). Ce cas est par conse´quent exclu par les contraintes ex-
pe´rimentales. Par contre, a` partir de deux dimensions supple´mentaires (δ ≥ 2), leur rayon est
infe´rieur au millime`tre (R(4+δ) < 10
−3m), et la masse de la premie`re excitation est suffisante
pour que le potentiel correspondant de´couple des expe´riences actuelles (µ(4+δ) > 2×10−4 eV ).
Toute ve´rification expe´rimentale de la loi de Newton en 1/r a` plus petite distance donnerait
des contraintes plus fortes sur la compactification et sur le nombre des dimensions supple´men-
taires. Notons de´ja` que les expe´riences les plus re´centes [Hoy01, Ade02] ve´rifient la validite´
de la loi en 1/r jusqu’a` des distances de l’ordre de 200 microme`tres. Strictement, ce re´sultat
n’est de´ja` plus compatible avec l’existence de deux dimensions supple´mentaires que pour une
e´chelle fondamentale le´ge`rement supe´rieure au TeV (augmenter l’e´chelle de masse fondamen-
tale revient en effet a` diminuer le rayon de compactification des dimensions supple´mentaires) :
δ = 2, M¯(4+δ) ≥ 4TeV .
Le proble`me de la dynamique de la compactification est une question re´currente dans le
cadre des the´ories en dimension supe´rieure. Quels que soient les de´tails du me´canisme dy-
namique a` l’origine de la compactification [ADM01], il est indispensable que les dimensions
supple´mentaires soient finalement stabilise´es autour de leur valeur R. De manie`re ge´ne´rique,
l’introduction d’un potentiel pour les modes scalaires nuls offre une re´ponse ade´quate a` ce
proble`me. Ces modes de´finissant une perturbation sur la mesure R des dimensions supple´-
mentaires,
ds2y = (ηmn − 2αϕmn) dymdyn , (3.71)
celles-ci sont ainsi naturellement stabilise´es autour du minimum de ce potentiel. Remarquons
en outre que la structure de l’interaction a` basse e´nergie est modifie´e par le me´canisme de
stabilisation, sans lequel la constatation suivante conduirait a` un e´chec majeur de la the´orie.
L’action (3.32) de´finit en effet, a` basse e´nergie, une the´orie scalaire-tenseur avec un couplage
scalaire fort : α2(4+δ) ≥ 1/3. Or, l’ensemble des expe´riences gravitationnelles actuelles ne sont
compatibles qu’avec la pre´sence d’une composante scalaire faiblement couple´e a` la matie`re, la
contrainte la plus forte venant des expe´riences de de´flexion de la lumie`re : α2(exp) ≤ 1.4× 10−4
(voir (1.92)). Mais l’introduction d’un potentiel pour la mesure des dimensions supple´mentaires
induit un terme de masse pour les perturbations de cette mesure autour du minimum. Le
champ scalaire ϕ acquiert donc une masse mϕ et, si cette masse est suffisamment importante
(mϕ ≥ 2× 10−4 eV ), de´couple totalement de la the´orie au-dessus du millime`tre, a` l’instar des
excitations de Kaluza-Klein. Par conse´quent, la the´orie effective a` basse e´nergie s’identifie a` la
Relativite´ Ge´ne´rale, en accord e´vident avec les contraintes expe´rimentales. Remarquons que,
dans le meˆme temps, la constante de couplage G(4) s’identifie a` la constante de Newton G.
L’e´chelle de masse de´rive´e M(4) est donc e´gale a` la masse de Planck re´duite M¯Pl, et la relation
(3.7) est finalement exacte.
Contraintes de laboratoire et astrophysiques
Le couplage gravitationnel en 4 + δ dimensions e´tant de´fini par une e´chelle de l’ordre du
TeV (M¯(4+δ) ' 1TeV ), une physique nouvelle associe´e a` des effets quantiques forts devrait
eˆtre accessible aux expe´riences futures en laboratoire. A des e´nergies infe´rieures, certains ef-
fets gravitationnels pourraient de´ja` eˆtre observables. Ces effets sont essentiellement lie´s a`
la production re´elle de gravitons dans les processus e´lectrofaibles. Du point de vue 4 + δ-
dimensionnel, il s’agit de la production d’un graviton non massif unique, dont le couplage est
supprime´ par M¯(4+δ) plutoˆt que par la masse de Planck ((κ(4+δ)/2)
1/2 = M
−(2+δ)/2
(4+δ) ). La perte
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d’e´nergie correspondante est toujours associe´e a` une e´nergie manquante. Le graviton produit
dans les dimensions supple´mentaires a en effet une probabilite´ extreˆmement faible d’interagir
a` nouveau avec la membrane sur laquelle la matie`re est confine´e. Du point de vue quadridi-
mensionnel, toutes les excitations de Kaluza-Klein du graviton sont de´finies par un couplage
a` l’e´chelle de Planck ((κ/2)1/2 = M¯−1Pl ). Leur production (et de´tection) individuelle est par
conse´quent largement supprime´e aux e´chelles implique´es dans les processus astrophysiques ou
en laboratoire. Par contre, la production combine´e de ces modes de Kaluza-Klein est associe´e
a` des effets a priori observables, e´tant donne´ la grande multiplicite´ des excitations qui peuvent
eˆtre produites :
hˆµν(x, ~y)
M
−(2+δ)/2
(4+δ) ψ, φ, Vµ
... =
∑
KK
(
gKK
M¯−1Pl ψ, φ, Vµ
... ) .
Mais au niveau expe´rimental, la gravitation semble tout a` fait de´couple´e des autres interac-
tions, aussi bien dans les processus astrophysiques et cosmologiques (a` des e´nergies de l’ordre
du keV ou du MeV ), que dans les processus e´lectrofaibles e´tudie´s en laboratoire (jusqu’a` des
e´nergies au-dela` de 100GeV ). Cette constatation de´finit des contraintes importantes sur les
the´ories en dimension supe´rieure [ADD98, ADD99].
Conside´rons d’abord les contraintes astrophysiques [Bar99]. Diffe´rents processus peuvent
entrer en jeu pour modifier la dynamique de l’e´volution stellaire : annihilation d’une paire
photon - photon (γγ → gKK ) ou e´lectron - positron (e+e− → gKK ) en gravitons, diffusion
“gravi-compton” (e−γ → e−gKK), bremsstrahlung, etc.. A une e´chelle d’e´nergie E au sein
d’une e´toile, la section efficace pour la production d’un mode unique est essentiellement donne´e
par l’inverse de la masse de Planck carre´e : σKK ∼ M¯−2Pl . Mais la production de tous les modes
de masse infe´rieure a` l’e´nergie de´finie doit eˆtre prise en compte. Si le nombre de dimensions
supple´mentaires est grand, l’e´chelle de se´paration des masses des excitations de Kaluza-Klein
est importante10 et peu d’excitations massives peuvent eˆtre produites. La section efficace
totale est par conse´quent ne´gligeable. Nous conside´rons les cas ou` le nombre de dimensions
supple´mentaires est petit (δ ≤ 6). La se´paration entre les excitations massives est faible, et
la de´ge´ne´rescence des e´tats produits est importante. Dans la limite du continu, nous pouvons
e´crire approximativement leur multiplicite´ a` une e´chelle E comme
(∫ E
0
dm
1/R
)δ
= (ER)δ . (3.72)
La section efficace, proportionnelle a` l’e´chelle fondamentale M(4+δ), est beaucoup moins sup-
prime´e que pour les productions individuelles :
σtot =
∑
KK
σKK ∼ (ER)
δ
M¯2Pl
∼ E
δ
M¯2+δ(4+δ)
. (3.73)
Le meˆme re´sultat est obtenu par simple argument dimensionnel si nous conside´rons la produc-
tion e´quivalente d’un graviton unique en 4+δ dimensions. A des e´nergies largement infe´rieures
au TeV , le taux d’e´mission d’e´nergie associe´ a` la production de gravitons dans ces processus
10µ(6) ' 3 × 10−4 eV , µ(8) ' 20 keV , µ(10) ' 7MeV et µ(12) ' 0.1GeV pour δ = 2, 4, 6, 8 respectivement.
Dans la limite formelle δ → ∞, la masse de la premie`re excitation est donne´e par l’e´chelle fondamentale
elle-meˆme : µ(∞) = 1TeV .
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astrophysiques est d’autant plus important que le nombre de dimensions supple´mentaires est
faible. Les contraintes expe´rimentales sont donc associe´es a` des limites sur le nombre de ces
dimensions. De manie`re e´quivalente, pour un nombre de dimensions fixe´, la contrainte est
porte´e sur la valeur de l’e´chelle de masse fondamentale M(4+δ).
Les tempe´ratures en jeu dans la dynamique stellaire sont de l’ordre du keV (1 keV dans le
soleil, 100 keV au sein d’une ge´ante rouge), alors que l’e´nergie disponible par particule dans
une supernova est supe´rieure a` 30MeV . Les limites expe´rimentales les plus fortes sont donne´es
par l’observation de la supernova SN1987A. Les modifications de la dynamique stellaire sont
suffisamment faibles au-dela` de trois dimensions supple´mentaires pour proposer une e´chelle
fondamentale au TeV en accord avec l’observation : δ ≥ 3, M¯(4+δ) ' 1TeV . Par contre, dans
un espace-temps comptant deux dimensions supple´mentaires, la de´ge´ne´rescence des modes
massifs est trop importante. La the´orie n’est alors compatible avec la dynamique observe´e que
pour une e´chelle fondamentale pre`s de deux ordres de grandeur supe´rieure : δ = 2, M¯(4+δ) ≥
30TeV . Toutes les autres limites d’ordre astrophysique ou cosmologique (lie´es notamment a` la
nucle´osynthe`se primordiale) e´tant de´finies a` plus basse e´nergie, elles donnent des contraintes
moins fortes.
En laboratoire, l’ensemble des processus e´lectrofaibles peuvent a priori eˆtre re´e´tudie´s
[HLZ99]. En particulier, des contraintes fortes sont attendues dans l’e´tude de contributions
anomales a` la de´sinte´gration de particules massives. Ces contributions sont a` nouveau as-
socie´es a` l’e´mission d’un graviton re´el, sur une branche quelconque du diagramme corres-
pondant. Conside´rons le cas de la de´sinte´gration du boson massif Z0 (mZ0 ' 90GeV ) en
fermion-antifermion au tree-level (Z0 → ff¯ + gKK). Dans la limite ou` les masses des fer-
mions sont ne´glige´es, un argument dimensionnel donne l’expression suivante pour la largeur
de de´sinte´gration totale :
Γtot ∼
m5Z0
M4ew
(
mZ0
M¯(4+δ)
)2+δ
. (3.74)
Le facteur hors parenthe`ses correspond grossie`rement a` la largeur totale de de´sinte´gration
du Z0. Le facteur entre parenthe`ses de´finit le rapport de branchement pour la production de
gravitons dans cette de´sinte´gration. Dans la limite la plus critique (δ = 2, M¯(6) ' 1TeV ), ce
rapport reste extreˆmement faible. Il est en fait infe´rieur aux incertitudes expe´rimentales sur
la largeur du Z0 :
Btot(Z0 → ff¯ + gKK) ∼ 10−4 . (3.75)
Dans le cas de la de´sinte´gration de particules moins massives, ce rapport de branchement est
encore plus faible. Aucune contrainte nouvelle n’est donc de´finie par cette analyse.
En conclusion, les contraintes expe´rimentales sur le potentiel d’interaction en 1/r excluent
l’existence d’une dimension supple´mentaire unique (δ = 1). Les observations astrophysiques
(SN1987A) et les expe´riences en laboratoire de´finissent des contraintes sur la production de
gravitons dans les processus e´lectrofaibles. Ces contraintes admettent les the´ories proposant au
moins trois dimensions supple´mentaires larges avec une e´chelle fondamentale au TeV (δ ≥ 3,
M¯(4+δ) ' 1TeV ). Cette e´chelle fondamentale doit eˆtre le´ge`rement supe´rieure au TeV dans le
cas de la pre´sence de deux dimensions supple´mentaires (δ = 2, M¯(6) ≥ 30TeV ). Notons que
l’imple´mentation de ces mode`les ADD dans le cadre de certaines the´ories de Cordes permet
d’e´viter cette majoration de l’e´chelle fondamentale [ADD99] pour δ = 2.
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Conclusion
En conclusion, proposer des (δ) dimensions supple´mentaires larges pour la propagation
de l’interaction gravitationnelle revient a` conside´rer une the´orie en quatre dimensions, ou` la
gravitation est de´finie a` travers l’interaction d’une tour infinie d’excitations massives (dont
les masses sont fortement de´ge´ne´re´es pour un faible nombre de ces dimensions supple´men-
taires) en sus du graviton de masse nulle habituel. Si nous admettons l’existence d’au moins
deux dimensions compactes (δ ≥ 2), ces mode`les remplissent parfaitement l’ensemble des
contraintes expe´rimentales pour une e´chelle fondamentale a` l’ordre du TeV (M¯(6) ≥ 30TeV
et M¯((4+δ)>6) ' 1TeV ) et de´finissent une physique nouvelle a` des e´nergies et distances bientoˆt
accessibles a` l’expe´rience. Cependant, le de´calage entre les e´chelles e´lectrofaible et de Planck
n’est e´limine´ qu’au prix de l’introduction d’une nouvelle mesure de´finissant les dimensions
larges (µ = 1/R). Une nouvelle hie´rarchie apparaˆıt donc entre cette e´chelle (pour re´fe´rence,
µ(6) ' 3× 10−4 eV ) et la masse e´lectrofaible. Le proble`me de la hie´rarchie des couplages n’est
donc pas vraiment re´solu, mais seulement de´place´. Le chapitre suivant est consacre´ a` l’e´tude
de mode`les qui semblent mieux re´pondre au proble`me hie´rarchique du Mode`le Standard.
Chapitre 4
Dimension supe´rieure unique
1Le mode`le RS a e´te´ propose´ en 1999 par L. Randall et R. Sundrum. Une dimension
supple´mentaire unique y est de´finie dans une ge´ome´trie non factorisable : les composantes
quadridimensionnelles habituelles sont de´forme´es par la pre´sence d’un facteur conforme de´-
pendant de la cinquie`me dimension y :
ds2 = e−2k|y|ηµνdx
µdxν − dy2 . (4.1)
Cette cinquie`me dimension est de´limite´e par la pre´sence de deux membranes, sur l’une des-
quelles est de´fini notre univers quadridimensionnel. L’e´chelle fondamentale de la the´orie est
donne´e par la masse de Planck, qui doit naturellement re´gir la courbure de l’espace (k) et la
distance entre les deux membranes, mesure de la dimension supple´mentaire (yc). Dans la pers-
pective de la re´solution du proble`me hie´rarchique, cette forme de la me´trique est sugge´re´e par
le fait que la pre´sence d’un facteur conforme (multipliant la me´trique de Minkowski, ne´cessaire
a` l’invariance sous les transformations de Poincare´ en quatre dimensions) de´finit un change-
ment d’e´chelle exponentiel, et en particulier une renormalisation importante des masses. Nous
e´tablissons d’abord la the´orie effective en quatre dimensions a` travers une approche originale
(sections 4.1 a` 4.3). Nous e´tudions ensuite la phe´nome´nologie associe´e (section 4.4).
4.1 Mode`le RS
Le mode`le est donne´ par l’action suivante [RS99a, RS99b] :
S(rs) =
∫
d4x
∫
dy
√
gˆ
(
−Λ(5) −
1
4
M3(5)Rˆ
)
+
∑
±
S±mat . (4.2)
Le secteur gravitationnel est de´fini par l’action d’Einstein-Hilbert en cinq dimensions en pre´-
sence d’une constante cosmologique. Rˆ est le scalaire de courbure en cinq dimensions ; gˆ est le
de´terminant de la me´trique gˆMN , et Λ(5) la constante cosmologique. M(5) est l’e´chelle de masse
de la the´orie2, de l’ordre de la masse de Planck MPl. La compactification de la cinquie`me di-
mension est re´alise´e sur l’intervalle −yc ≤ y ≤ yc. Nous conside´rons une compactification sur
1
~ = c = 1.
2Dans la formulation originale, l’e´chelle de masse M(5) est de´finie par le terme −2M3(5)Rˆ au niveau de
l’action (4.2). Nous choisissons une normalisation diffe´rente pour la cohe´rence avec les de´veloppements du
chapitre pre´ce´dent.
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le cercle : y = rcφ, ou` rc est le rayon de compactification, et φ la variable angulaire, avec
−pi ≤ φ ≤ pi (yc = pirc). A cette syme´trie se superpose une syme´trie Z2, correspondant a`
l’identification des coordonne´es y et −y. La dimension supple´mentaire est donc de´finie par
le quotient S1/Z2. Cette compactification dite “orbifold” offre deux points fixes : y+ = 0 et
y− = yc. En chacun de ces points est de´finie une membrane fixe, de tension V
±. La matie`re
conside´re´e sur l’une ou l’autre membrane est de´finie par la structure habituelle :
S±mat =
∫
d4x
√
−gˆ±
(
L±
(
Ψˆ, gˆ±µν (x
µ)
)
− V ±
)
, (4.3)
ou` gˆ±µν(x
µ) ≡ gˆµν(xµ, y = y±) est la me´trique induite sur la membrane, et ou` Ψˆ repre´sente
les champs de matie`re sur cette structure. L’univers quadridimensionnel que nous connaissons
est de´fini sur la membrane en y = yc (S
−
mat = S(vis)). La membrane en y = 0 n’est pas
directement accessible (S+mat = S(hid)) et aucune autre forme d’e´nergie que la tension n’y est
de´finie (L+ = 0).
Nous comprenons d’emble´e comment une re´ponse satisfaisante au proble`me hie´rarchique
du Mode`le Standard peut eˆtre obtenue. Comme la section suivante l’e´tablit, l’e´chelle de masse
de la the´orie effective (M¯Pl) est donne´e a` travers la relation
M¯2Pl =
M3(5)
k
(
1− e−2kyc
)
. (4.4)
Cette relation est naturellement ve´rifie´e, sans introduction de hie´rarchie importante entre
M(5), k et µc = 1/yc, si les valeurs de ces parame`tres fondamentaux sont de l’ordre de la masse
de Planck (re´duite). Contrairement aux mode`les ADD, l’e´chelle fondamentale est donc donne´e
par la masse de Planck, et l’e´chelle e´lectrofaible doit en eˆtre de´rive´e. Pour le comprendre,
conside´rons le lagrangien classique pour la matie`re dans la the´orie me´trique de´finie sur la
membrane visible3. Si l’espace-temps est effectivement de´fini par la structure (4.1), la me´trique
induite sur la membrane est conforme´ment plane,
gˆ(vis)µν = e
−2kyc ηµν . (4.5)
Le changement d’e´chelle ne´cessaire pour retrouver la structure asymptotique de Minkowski
(g
(vis)
µν = ηµν) est associe´ a` une renormalisation des parame`tres de masse de la the´orie fonda-
mentale :
3Nous pouvons encore e´tablir ce re´sultat dans l’action de´finissant le champ de Higgs Hˆ dans le Mode`le
Standard. Cette action est de´finie en fonction de deux parame`tres, λ et ν0 :
SH(vis) =
∫
d4x
√
−gˆ(vis)
[
gˆµν(vis)DµHˆ
†DνHˆ − λ
(
|Hˆ|2 − v20
)2]
=
∫
d4x
√−η
[
e−2kyc ηµνDµHˆ
†DνHˆ − e−4kyc λ
(
|Hˆ|2 − v20
)2]
.
Apre`s normalisation standard du terme cine´tique (H = e−kycHˆ), et pour v ≡ e−kyc v0, cette expression s’e´crit
encore
SH(vis) =
∫
d4x
√−η
[
ηµν DµH
†DνH − λ
(|H|2 − v2)2] .
La valeur dans le vide du champ de Higgs est donc naturellement re´duite a` l’e´chelle e´lectrofaible pour un
parame`tre fondamental v0 de´fini par l’e´chelle de Planck. Il en est de meˆme pour toutes les masses du mode`le,
qui sont de´finies par cette valeur v.
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Smat = −
∫
m0 ds|(e−2kyc ηµν) = −
∫
mds|(ηµν) , (4.6)
avec
m = e−kyc m0 . (4.7)
Ainsi, les masses a` l’e´chelle e´lectrofaible (m ' 1TeV (Mew)) sont obtenues a` partir d’un
parame`tre initial autour de l’e´chelle de Planck (m0 ' M¯Pl), l’unique e´chelle fondamentale
de la the´orie. La re´duction exponentielle de´finit la mesure de la dimension supple´mentaire
en fonction du parame`tre de courbure par la relation yc ' 40/k. En termes du rayon de
compactification, nous avons encore rc ' 12/k. Aucune hie´rarchie importante n’est donc
requise : les parame`tres M(5), k, µc = 1/yc et m0 sont tous de l’ordre de la masse de Planck,
et l’e´chelle e´lectrofaible est naturelle pour les masses des champs de´finis sur la membrane en
z = z0.
4.2 The´orie effective
Le de´veloppement exact permettant l’e´tablissement de la the´orie effective est assez com-
plexe. D’une part, les fonctions d’onde de´finissant le de´veloppement des champs gravitationnels
en modes quadridimensionnels sont inconnues, contrairement au cas de l’espace plat, ou` la
de´composition de Fourier s’applique a priori. Ces fonctions d’ondes doivent donc eˆtre de´ter-
mine´es a` partir des e´quations de champs de´finies par la the´orie originale en cinq dimensions.
D’autre part, rappelons qu’un mode scalaire non massif est associe´ a` la mesure de la dimension
supple´mentaire (a` travers la composante h55). La pre´sence de matie`re e´tant responsable de
vibrations de la membrane dans la cinquie`me dimension, un couplage scalaire additionnel au
couplage e´tudie´ dans les mode`les ADD doit eˆtre pris en compte. La me´thode de “re´duction
du propagateur” de´finie au chapitre 3 est ainsi mise en de´faut [GKR00], et l’e´tude exacte de
la composante scalaire est beaucoup moins directe. Ces re´sultats sont e´tablis en toute rigueur
dans la litte´rature. Sans pre´tendre a` une de´duction exacte et comple`te, nous voudrions sugge´-
rer dans cette section quelques e´le´ments originaux pour acce´der a` la the´orie effective en termes
d’une “action en coordonne´es conformes”. Nous e´tudions ensuite la phe´nome´nologie associe´e.
Espace courbe (AdS5)
Avant toute autre chose, ve´rifions que la structure ge´ome´trique sugge´re´e (voir (4.1)), ca-
racte´ristique essentielle du mode`le, est effectivement de´finie par les e´quations de champs de
la the´orie. Introduisant un ansatz, pour une ge´ome´trie non factorisable, de la forme
ds2 = e−2σ(y)ηµνdx
µdxν − dy2 , (4.8)
les e´quations de champs se re´duisent aux deux e´quations suivantes pour la fonction σ(y) :
σ′
2
(y) = − Λ(5)
3M3(5)
(4.9)
σ′′ (y) =
2
3M3(5)
(Vhid δ (y) + Vvis δ (y − yc)) , (4.10)
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ou` σ′(y) ≡ ∂yσ. Ces e´quations n’admettent de solution que si la constante cosmologique
globale est ne´gative, et si les tensions sont oppose´es et correctement ajuste´es :
Λ(5) = −3M3(5)k2 (4.11)
Vhid = −Vvis = 3M3(5)k , (4.12)
ou` k > 0 est une constante arbitraire. La solution invariante sous la syme´trie Z2 s’e´crit
σ(y) = k|y|, et nous retrouvons la forme (4.1) attendue pour l’e´le´ment de distance, ou` k
est un parame`tre de courbure. L’espace-temps ainsi de´fini s’identifie a` la double copie d’une
tranche (0 ≤ y ≤ yc) d’un espace Anti-de Sitter en cinq dimensions (AdS5)4. La me´trique
s’e´crit donc sous la forme
γMN (y) = diag
(
e−2k|y| ηµν ,−1
)
, (4.13)
et les perturbations peuvent eˆtre de´finies par le de´veloppement
gˆMN (x, y) = γMN (y) + hMN (x, y) . (4.14)
Notons que les relations (4.11) et (4.12) de´finissent deux ajustements (induisant notamment
une constante cosmologique nulle dans la the´orie effective) qui peuvent paraˆıtre peu naturels.
Nous verrons plus loin qu’ils ne sont pas indispensables a` la cohe´rence du mode`le.
Action en coordonne´es conformes
Les principaux e´le´ments de notre approche consistent a` de´finir la the´orie effective au
niveau de l’action elle-meˆme par inte´gration de la dimension supple´mentaire, et non au niveau
des e´quations du mouvement. Cette technique a e´te´ envisage´e re´cemment dans la litte´rature
[Boo02], toutefois nous conside´rons la the´orie a` partir d’un syste`me de coordonne´es diffe´rent
du syste`me ge´ne´ralement utilise´, dont nous espe´rons qu’il simplifie le raisonnement.
La coordonne´e conforme z dans la cinquie`me dimension est de´finie par la relation
z = sgn (y)
1
k
(
ek|y| − 1
)
, (4.15)
sur l’intervalle −zc ≤ z ≤ zc ou` la borne zc est donne´e par l’e´chelle zc ≡ (1/k) (ekyc − 1) '
1TeV −1, alors que yc est de´finie par l’e´chelle de Planck. Dans ce syste`me de coordonne´es, la
ge´ome´trie de l’espace est conforme´ment plane :
ds2 = e−2σ˜(z)ηMNdx
MdxN , (4.16)
ou` le facteur exponentiel est donne´ par eσ˜(z) = eσ(y(z)) = k|z|+1. Nous pouvons de`s lors e´crire
le de´veloppement en perturbations du champ gravitationnel sous la forme suivante,
gˆMN (x, z) = e
−2σ˜(z)gMN (x, z) = e
−2σ˜(z) (ηMN + hMN (x, z)) . (4.17)
Une simple transformation de Weyl permet de s’affranchir du facteur exponentiel global.
Les champs hMN (x, z) correspondent aux perturbations autour de l’espace de Minkowski.
4L’espace AdS5 est de´fini sur une dimension supple´mentaire infinie (−∞ < y <∞) par la me´trique
ds2(AdS5) = e
−2kyηµνdx
µdxν − dy2 .
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Sous la transformation de Weyl (4.17), l’action (4.2) s’e´crit en coordonne´es conformes (a` une
de´rive´e totale pre`s5)
S(rs) =
∫
d4x
∫
dz
√
g
(
−1
4
M3(5)e
−3σ˜
(
R+ 12σ˜pM σ˜pM
)− e−5σ˜Λ(5)
)
+
∑
±
S±mat , (4.18)
avec, sur la membrane visible,
S−mat = S
(vis)
mat =
∫
d4x
√−g(vis) (L(vis) (Ψ, g(vis)µν (xµ))− V (vis)) . (4.19)
Les champs de matie`re (et leur parame`tre de masse notamment) sont rede´finis sur la me´trique
asymptotiquement plane (Ψˆ → Ψ) par la transformation d’e´chelle lie´e au facteur exponentiel
(voir (4.6)). Dans cette approche, la structure de l’interaction et les couplages gravitationnels
de´rive´s dans la litte´rature pour la the´orie effective en quatre dimensions peuvent eˆtre sugge´re´s
comme suit.
(Structure de l’interaction)
Au chapitre pre´ce´dent (section 3.3), notre analyse du nombre des degre´s de liberte´ du
champ gravitationnel en 4 + δ dimensions nous a de´ja` permis de sugge´rer la re´partition des
degre´s physiques dans des champs tensoriels, vectoriels et scalaires de la the´orie effective
en quatre dimensions. Il est e´vident que les couplages gravitationnels sont modifie´s par la
structure asymptotique non triviale de l’espace dans le mode`le RS. Mais le comptage des
degre´s de liberte´, et par conse´quent la structure de l’interaction, doivent eˆtre les meˆmes que
dans le mode`le ADD en cinq dimensions, ou` le champ gravitationnel compte cinq composantes
physiques a` chaque mode. Si la the´orie effective exhibe des modes massifs, chaque mode ne
comptera par conse´quent qu’un graviton de spin 2 (voir (3.34)). Au niveau non massif, outre
le radion, scalaire associe´ a` la mesure dans la dimension supple´mentaire, un graviton d’he´licite´
2 et un vecteur sont attendus (voir (3.26)). Etant donne´ la structure ge´ome´trique particulie`re,
nous conside´rons une jauge axiale, de´finie par les conditions
gM5 = ηM5 (hM5 = 0) . (4.20)
Les perturbations restantes (dix composantes de hµν) peuvent a priori se de´composer comme
un mode tensoriel transverse et sans trace h
(tt)
µν (cinq composantes, ∂µh
(tt)
µν = 0 et h(tt) = 0),
un champ vectoriel ∂µh
(st)
µν (quatre composantes, h
(st)
µν ≡ hµν − (1/4)ηµνh) et le scalaire de´fini
par la trace h = hµµ elle-meˆme (une composante).
Pour les champs non massifs, l’identification des degre´s physiques passe par le choix de
conditions non explicitement covariantes telles que
h
(tt)
µ0 = 0
∂µh
(st)
µ0 = 0
∂ν∂µh(st)µν = 0 . (4.21)
5Sous transformation de Weyl (gˆMN (x) = e
−2σ(x)gMN (x)), le scalaire de courbure dans un espace n-
dimensionnel est donne´ par l’expression ge´ne´rale suivante :
Rˆ = e2σ
[
R− (n− 1) (n− 2)σpMσpM + 2 (n− 1)σpMpM
]
.
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Ces conditions laissent respectivement deux composantes tensorielles transverses et sans trace
pour un graviton d’he´licite´ 2 (h
(tt)
µν ), deux composantes vectorielles transverses pour un vecteur
non massif (∂µh
(st)
µν ) , et la composante scalaire h.
Pour les modes massifs, l’absence de modes vectoriel et scalaire s’exprime respectivement
dans les (cinq) contraintes supple´mentaires suivantes :
∂z∂
µ
(
e−2σ˜h(st)µν
)
= 0
∂z
(
e−2σ˜h
)
= 0 . (4.22)
Ces relations identifient donc les cinq composantes du graviton massif. De manie`re ge´ne´rale,
le confinement des champs de matie`re sur une 3-membrane et la conservation du tenseur
e´nergie-moment qui en re´sulte excluent d’emble´e les couplages vectoriels6. Pour la simplicite´
nous posons donc
∂µh(st)µν = 0 . (4.23)
Notons que sous cette dernie`re condition, les composantes transverses et sans trace sont don-
ne´es par h
(tt)
µν ≡ h(st)µν .
En conclusion, la the´orie effective en quatre dimensions doit de´finir le couplage a` la ma-
tie`re d’une tour infinie d’e´tats massifs de spin 2, ainsi qu’une structure scalaire-tenseur non
massive, dont les couplages restent a` de´terminer. Remarquons que l’ajustement des valeurs
de la constante cosmologique globale Λ(5) et des tensions V
± (voir (4.11) et (4.12)) est tel
que l’inte´gration de la dimension supple´mentaire a` l’ordre ze´ro dans les perturbations s’annule
exactement. La constante cosmologique dans la the´orie effective en quatre dimension est donc
nulle :
Λ(4) = 0 . (4.24)
(Couplages gravitationnels)
Conside´rons la the´orie de´finie par le terme contenant le scalaire de courbure (multiplie´
par le facteur exponentiel e−3σ˜), et sous les contraintes (4.20), (4.22) et (4.23). L’expression
habituelle pour le de´veloppement a` l’ordre 2 du scalaire de courbure autour de la me´trique de
Minkowski est donne´e par l’e´quation (3.14). Nous pouvons en extraire les termes cine´tiques
pour les champs h
(tt)
µν et h, ainsi que les termes de masse pour les perturbations transverses
et sans trace (h
(tt)
µν ). Tous les termes de trace non de´rivatifs (en quatre dimensions, “∂µ”) y
sont ne´glige´s. Leur contribution effective globale doit eˆtre nulle, puisqu’aucun mode scalaire
massif ne peut apparaˆıtre. Les couplages line´aires a` la matie`re en quatre dimensions sont les
couplages classiques issus du lagrangien L(vis). La the´orie line´arise´e est donc donne´e par
S
(2)
(rs) ⊃
∫
d4x
∫
dz
[
1
4
M3(5)e
−3σ˜
(
1
4
∂µh
(tt)αβ∂µh
(tt)
αβ −
1
4
h′
(tt)αβ
h′
(tt)
αβ
)
+
1
4
M3(5)e
−3σ˜
(
− 3
32
∂µh∂
µh
)
− 1
2
h(tt)µνTµν − 1
8
hT
]
, (4.25)
6Dans le mode`le RS en particulier, les champs vectoriels eux-meˆmes sont interdits. Le comptage des degre´s
de liberte´ nous a montre´ qu’aucun mode vectoriel massif ne peut apparaˆıtre. La syme´trie Z2 impose´e a priori
interdit l’existence d’une composante vectorielle de masse nulle. En effet, si nous n’imposons pas la jauge axiale,
les modes vectoriels de masse nulle sont naturellement identifie´s par des composantes non diagonales hµ5(x)
inde´pendantes de la cinquie`me dimension dans le de´veloppement (4.14). La syme´trie Z2 impose que les champs
hµ5(x, y) soient impairs sous parite´ dans la dimension supple´mentaire, et interdit donc tout mode vectoriel de
masse nulle.
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ou` h′µν ≡ ∂zhµν .
Les fonctions d’ondes pour les perturbations tensorielles e´tant inconnues, la the´orie ne peut
eˆtre inte´gre´e d’emble´e. Nous admettons l’existence d’une base de fonctions d’onde χ(m)(z)
de´finissant le de´veloppement en modes suivant :
h
(tt)
MN (x, z) =
∑
m
χ(m) (z)h
(m)
MN (x) . (4.26)
La normalisation canonique du terme cine´tique et l’identification d’un terme de masse pour
les modes h
(m)
MN (x) dans la the´orie effective, donne respectivement les contraintes suivantes,
qui doivent de´terminer la fonction d’onde :
1
4
M3(5)
∫
dz e−3σχ2(m) (z) = 1 (4.27)
e−3σχ′
2
(m) (z) = m
2e−3σχ2(m) . (4.28)
Il apparaˆıt de fac¸on e´vidente que la the´orie comprend un e´tat d’he´licite´ 2 non massif, le gra-
viton, donne´ par une fonction d’onde constante χ(0). Les solutions de l’e´quation diffe´rentielle
(4.28) de´finissent aussi des e´tats massifs de spin 2. La forme canonique de cette e´quation est
de´rive´e et e´tudie´e en de´tail dans la section suivante.
Pour la perturbation scalaire, la dernie`re relation (4.22) identifie a priori une contrainte
de masse nulle. Elle de´finit aussi la fonction d’onde associe´e a` la perturbation scalaire (non
massive donc),
h (x, z) = Ce2σ˜(z)ϕ (x) , (4.29)
dont le coefficient C est fixe´ par la normalisation du terme cine´tique correspondant en quatre
dimensions.
Nous obtenons donc la the´orie effective. Pour chaque mode massif, l’action s’e´crit
S
(m6=0)
(rs) =
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
(m)αβ∂µh
(m)
αβ −
1
4
m2h(m)αβh
(m)
αβ
)
− 1
2
χ(m)(zc)h
(m)µνTµν
]
,
(4.30)
ou` le couplage a` la matie`re est de´fini par la valeur de la fonction d’onde sur la membrane visible
χ(m)(zc). Pour les modes de masse nulle (the´orie effective a` basse e´nergie), nous obtenons une
the´orie de Brans-Dicke :
S
(m=0)
(rs) =
∫
d4x
[(
1
4
∂µh
(0)αβ∂µh
(0)
αβ +
1
2
∂µϕ∂
µϕ
)
−
√
κ(4)
2
(
h(0)µνTµν + α(rs)ϕT
)]
.
(4.31)
La fonction d’onde constante du graviton non massif, donne´e par la relation
χ2(0) =
4k
M3(5)
(
1− e−2σ˜(zc)) , (4.32)
identifie par de´finition le couplage gravitationnel nu habituel (χ2(0) = 2κ(4)). Par conse´quent,
la relation entre les e´chelles de masse effective (M−2(4) = κ(4)/2) et fondamentale s’e´crit
M2(4) =
M3(5)
k
(
1− e−2σ˜(zc)
)
. (4.33)
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Le couplage scalaire relatif explose exponentiellement [GT00, CGR00, PRZ00] :
α(rs) =
eσ˜(zc)√
3
(4.34)
ω(rs) = −
3
2
(
1− e−2σ˜(zc)
)
. (4.35)
Remarquons que pour une courbure nulle, k = 0, nous retombons effectivement sur les re´sultats
des mode`les ADD en cinq dimensions. L’e´quation diffe´rentielle (4.28) admet pour solutions
les exponentielles imaginaires de´finissant la de´composition de Fourier (χ2(m) → χ(n)χ(−n)) et
le spectre de masse est de´fini par la relation m = n/R. La the´orie effective a` basse e´nergie est
de´finie par une the´orie de Brans-Dicke dont le couplage scalaire est donne´ par α(5) = 1/
√
3
(ω(5) = 0). Comme nous l’avons sugge´re´, la majoration du couplage scalaire dans le mode`le
RS est lie´e au mode de vibration de la membrane visible dans la cinquie`me dimension.
4.3 Modes massifs
L’objectif de cette section est d’obtenir le spectre des excitations massives du graviton
et les couplage associe´s [RS99b, Boo02]. Une inte´gration par parties de la contrainte (4.28)
donne l’e´quation diffe´rentielle line´aire simple suivante pour la fonction d’onde des e´tats de
spin 2 massifs :
χ′′ (z)− 3σ˜′χ′ (z) = −m2χ (z) . (4.36)
Si nous rede´finissons la fonction d’onde par ψ(z) = e−3/2σχ(z), cette e´quation prend la forme
canonique d’un puits de potentiel en me´canique quantique, avec la normalisation habituelle
de la fonction d’onde de l’e´tat e´tudie´7 :
1
4
M3(5)
∫
dz ψ2 (z) = 1 , (4.37)[
−1
2
∂2z + V (z)
]
ψ (z) =
1
2
m2ψ (z) , (4.38)
pour le potentiel
V (z) ≡ 15
8
k2e−2σ˜(z) − 3
2
k
(
δ (z)− e−σ˜(zc)δ (z − zc)
)
. (4.39)
Au voisinage de l’origine, le potentiel ressemble a` une distribution δ(z), augmente´e d’une
barrie`re de potentiel, qui lui confe`re l’allure d’un “potentiel volcan”. Un puits de potentiel
donne´ par une distribution δ(z) admet un e´tat lie´ unique. L’e´quation exacte produit effecti-
vement un e´tat lie´ donne´ par la solution de masse nulle que nous avons de´ja` e´tablie :
ψ(0) (z) =
√
2κ(4)e
−3/2σ˜(z) . (4.40)
Conside´rons maintenant l’e´quation pour m 6= 0. Les distributions delta introduites par les
tensions sur chacune des deux membranes de´finissent des conditions aux limites a` imposer
aux solutions ge´ne´rales (conditions de saut). Les coefficients de l’e´quation re´siduelle n’e´tant
7Les relations donnant les de´rive´es de σ˜(z) peuvent eˆtre utiles dans l’e´tablissement de l’e´quation pour ψ(z) :
σ˜′(z) = e−σ˜sgn(z)k et σ˜′′(z) = −e−2σ˜k2 + 2e−σ˜k(δ(z)− δ(z − zc)).
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fonction que de la variable x = m(|z|+ 1/k) > 0, il est naturel de de´finir une fonction d’onde
ψ˜(x) = ψ(z). L’e´quation correspondante s’e´crit
ψ˜′′ (x) +
(
1− 15
4x2
)
ψ˜ (x) = 0 , (4.41)
dont les solutions (qui, en termes de z, seront naturellement paires comme la syme´trie Z2
l’impose) sont donne´es par les fonctions de Bessel8 d’ordre 2, Y2(x) et J2(x). Conside´rons
donc l’expression la plus ge´ne´rale,
ψ˜ (x) = Nm
√
x (Y2 (x) +RJ2 (x)) , (4.42)
ou` Nm est un coefficient de´fini par la normalisation (4.37) et R une constante arbitraire. Sous
les hypothe`ses de parite´ et de continuite´ de la fonction d’onde, les conditions de saut en z = 0
et z = zc sont de´finies, a` partir de l’e´quation (4.38), par
ψ′
(
0+
)
= −3
2
kψ (0) (4.43)
ψ′
(
z−c
)
= −3
2
ke−σ˜(zc)ψ (zc) . (4.44)
Les valeurs ψ′(0+) et ψ′(z−c ) repre´sentent les de´rive´es de la fonction d’onde en z = 0 et z = zc.
Les limites sont prises pour des valeurs supe´rieures a` 0 et infe´rieures a` zc respectivement (la
fonction d’onde e´tant paire, sa de´rive´e est impaire sous parite´ dans la cinquie`me dimension).
La premie`re condition fixe le poids relatif des solutions Y2(x) et J2(x) : R = 4k
2/pim2. La
seconde contrainte, associe´e a` la compactification de la dimension supple´mentaire, de´finit
naturellement la discre´tisation du spectre de masse. Cette condition n’est satisfaite que pour
des valeurs de masses telles que les fonctions de Bessel sont dans leur re´gime asymptotique
x > 1,
√
xJ2 (x) '
√
2
pi
cos
(
x− 5pi
4
)
(4.45)
√
xY2 (x) '
√
2
pi
sin
(
x− 5pi
4
)
. (4.46)
Dans ce re´gime, la forme ge´ne´rale de la solution (4.42) se re´duit dans la variable z (pour des
masses bien en dessous de la masse de Planck m/k  1) a`
ψ (z)|(mzc>1) '
4k2
pim2
Nm
√
2
pi
cos
(
m|z| − 5pi
4
)
. (4.47)
Le spectre de masse est donc de´fini a` l’e´chelle du TeV , et par l’e´quation
tan
(
mzc − 5pi
4
)
' 3
2
1
mzc
, (4.48)
8Les fonctions de Bessel d’ordre ν, Yν(x) et Jν(x) sont les solutions ge´ne´rales de l’e´quation de Bessel :
W ′′(x) +
1
x
W ′(x) +
(
1− ν
2
x2
)
W (x) = 0 .
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dont les solutions pourm sont approximativement donne´es commem(n=0) ' pi/2zc etm(n≥1) '
(pi/4+npi)/zc. En bonne approximation, la normalisation (Nm) est fixe´e a` partir des solutions
asymptotiques :
ψ(mn) (z) '
2(
M3(5)zc
)1/2 cos
(
m (|z|+ 1/k)− 5pi
4
)
. (4.49)
Les couplages eux-meˆmes des modes massifs sont donc re´gis par l’e´chelle e´lectrofaible (sous la
condition expresse que M(4) = M¯Pl) :
χ(mn) (zc) '
2eσ˜(zc)
M(4)
(
' eσ˜(zc)χ(0)
)
' 1TeV −1 . (4.50)
La structure de l’interaction induite par ces excitations massives est par conse´quent fort
diffe´rente du cas des dimensions supple´mentaires plates, ou` les masses s’e´chelonnent sur une
e´chelle extreˆmement fine (pour un faible nombre de dimensions supple´mentaires), pour des
couplages de´finis par l’e´chelle de Planck. Dans le cadre pre´sent, masses et couplages sont
donne´s par l’e´chelle e´lectrofaible.
4.4 Phe´nome´nologie
Aux e´nergies atteintes actuellement en laboratoire (≤ 100GeV ) aucune contrainte expe´-
rimentale ne peut eˆtre pose´e. Cependant, a` des e´nergies de l’ordre du TeV , accessibles aux
expe´riences futures, ces re´sonances sont de´tectables individuellement et peuvent eˆtre e´tudie´es
en de´tail a` partir de leurs produits de de´sinte´gration [RS99b]. Il s’agit la` de la signature phe´no-
me´nologique principale, a` travers laquelle la the´orie est effectivement sujette aux ve´rifications
expe´rimentales, en des termes extreˆmement diffe´rents des mode`les ADD.
La structure du potentiel d’interaction complet est aussi tre`s diffe´rente de celle des autres
the´ories en dimensions supple´mentaires, mais les modifications de la loi en 1/r sont absolument
inaccessibles a` l’expe´rience. La ge´ome´trie de l’espace total e´tant non triviale, le potentiel
d’interaction classique sur la membrane ne peut eˆtre de´fini aise´ment a` partir de la the´orie
originale en cinq dimensions. Dans le cadre de la the´orie effective par contre, nous savons
que le potentiel complet pour l’interaction statique entre deux corps m1 et m2 est donne´ par
les potentiels de Yukawa induits par l’e´change de gravitons massifs, en sus de l’interaction
newtonienne habituelle V0(r) de´finie par les modes de masse nulle :
V (r) = V0 (r) +
∑
mn
Vmn (r) . (4.51)
Le couplage important (TeV −1) de chacun de ces modes massifs donne la contribution indi-
viduelle suivante :
V(mn) (r) ' −Gm1m2
e2σ˜(zc)e−mnr
r
. (4.52)
Mais, la masse de ces modes e´tant donne´e par l’e´chelle du TeV , une telle contribution ne
prend d’importance par rapport au potentiel de Newton qu’a` des distances extreˆmement
petites (r ∼ σ˜/mn ∼ 80/mn), de l’ordre de l’e´chelle e´lectrofaible pour les premie`res masses du
spectre. Le potentiel d’interaction est donc donne´ en tre`s bonne approximation par le potentiel
de Newton, meˆme bien au-dela` des e´nergies accessibles aux expe´riences actuelles et futures
testant la loi en 1/r.
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Les modes massifs peuvent donc eˆtre ne´glige´s a` basse e´nergie, ou` la gravitation est de´finie
par l’e´change d’un mode tensoriel (le graviton) et d’un mode scalaire fort, dont la pre´sence
est critique a` plusieurs titres. Au niveau the´orique d’une part, la relation (4.4) entre l’e´chelle
fondamentale de la the´orie originale (M(5)) et l’e´chelle de Planck M¯Pl, est indispensable a`
l’e´tablissement d’un mode`le sans hie´rarchie d’e´chelle. En vertu de l’e´quation (4.33), cette
identite´ n’est effectivement e´tablie que si, et seulement si, l’e´chelle de masse nue M(4) est
identifie´e a` la masse de Planck re´duite. Or, dans le contexte de la the´orie de Brans-Dicke de´finie
par les modes de masse nulle, la relation entre l’e´chelle de Planck et M(4) est donne´e comme
M¯−2Pl = (1+α
2
(rs))M
−2
(4) . Par conse´quent, la the´orie ainsi de´finie, avec une contribution scalaire
dominant exponentiellement la contribution tensorielle habituelle, semble lourdement mise en
de´faut. D’autre part, la valeur α(rs) est en de´calage profond avec la contrainte expe´rimentale
de´finie par les tests classiques de la gravitation a` l’e´chelle de notre syste`me solaire : α(exp) ≤
1.4 × 10−4 (voir (1.92)). Fort heureusement, comme nous l’avons vu, la dynamique de la
compactification d’une dimension supple´mentaire doit ine´vitablement fournir un me´canisme
de stabilisation. De manie`re ge´ne´rale, la stabilisation est re´alise´e a` travers l’introduction d’un
potentiel pour le champ scalaire, qui acquiert une masse et se trouve exclu de la the´orie
effective a` basse e´nergie. Dans le cadre du mode`le RS [GW99a, GW99b, GW00, Csa´00], la
masse associe´e au champ scalaire est naturellement de l’ordre du TeV , bien au-dela` de la
contrainte expe´rimentale (mϕ ≥ 2× 10−4 eV ) relative a` l’introduction d’un terme de Yukawa
dans le potentiel d’interaction. La the´orie effective a` basse e´nergie donne donc une interaction
purement tensorielle, e´quivalente a` la gravitation en champ faible de´finie par la Relativite´
Ge´ne´rale9. Masse nue M(4) et masse de Planck sont identifie´es, et le mode`le peut pre´tendre
eˆtre de´fini a` partir d’une e´chelle fondamentale unique (voir (4.4)).
En conclusion, aucune contrainte expe´rimentale n’existe sur cette the´orie dans les domaines
de distance et d’e´nergie accessibles aux expe´riences gravitationnelles et e´lectrofaibles actuelles,
mais des signatures fortes sont attendues en laboratoire a` des e´nergies de l’ordre du TeV .
Conclusion
Proposer une dimension supple´mentaire (unique et compactifie´e) pour la propagation de
l’interaction gravitationnelle dans une ge´ome´trie non factorisable, revient encore a` de´finir la
gravitation en termes d’une tour infinie d’excitations massives en sus du graviton de masse
nulle habituel. La the´orie effective a` basse e´nergie s’identifie a` nouveau a` la Relativite´ Ge´ne´rale.
La ge´ome´trie non triviale rend l’identification des modes massifs beaucoup plus subtile que
dans le cadre des mode`les ADD et modifie fondamentalement la phe´nome´nologie : pour une
e´chelle fondamentale a` la masse de Planck, les masses et couplages sont donne´s a` l’e´chelle e´lec-
trofaible (TeV ). Par conse´quent, des signatures particulie`res apparaissent au TeV , en termes
desquelles cette the´orie sera rapidement sujette a` des ve´rifications expe´rimentales, mais les
contraintes expe´rimentales de´finies par les expe´riences gravitationnelles et e´lectrofaibles ac-
tuelles sont d’emble´e satisfaites. Par ailleurs, la course d’un facteur ge´ome´trique exponentiel
sur la dimension supple´mentaire semble apporter une re´ponse re´elle au proble`me de la hie´-
rarchie des couplages gravitationnel et e´lectrofaible. Notons que beaucoup d’autres mode`les
ont de´ja` e´te´ imagine´s depuis l’introduction de ce mode`le original. Certains admettent la pos-
9Notons que le me´canisme particulier introduit pour la stabilisation de la dimension supple´mentaire permet
de libe´rer la contrainte d’identification des tensions sur chacune des membranes (V(hid) 6= V(vis)), en conservant
toutefois un ajustement fin pour une constante cosmologique effective nulle (Λ(4) = 0).
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sibilite´ d’une constante cosmologique effective non nulle [KR01a, KKR01, KR01b], d’autres
imaginent l’existence de plusieurs dimensions supple´mentaires dans cette ge´ome´trie.
Replac¸ons-nous dans la perspective de l’e´tablissement de contraintes importantes sur des
charges auxiliaires de gravitation en termes de l’e´tude de radiations dipolaires dominantes lie´es
a` la violation du Principe d’Equivalence Fort. Nous pouvions nous attendre a` ce que ces the´o-
ries en dimension supe´rieure de´finissent des champs de gravitation auxiliaires de masse nulle
a` partir des composantes extradimensionnelles de la me´trique. Mais les the´ories conside´re´es
admettent un secteur gravitationnel a` basse e´nergie identique a` celui de la Relativite´ Ge´ne´rale.
Les raisons qui sont a` la base de cette re´duction importante sont les suivantes. D’une part,
le confinement de la matie`re en quatre dimensions supprime les couplages vectoriels. D’autre
part, la ne´cessite´ d’un me´canisme de stabilisation des dimensions compactifie´es supprime le
couplage scalaire lie´ a` la mesure de ces dimensions. Pour des dimensions supple´mentaires dans
un espace plat, la compactification est essentielle pour satisfaire aux contraintes expe´rimen-
tales gravitationnelles et e´lectrofaibles. En annexe, nous montrons que cette hypothe`se n’est
pas indispensable dans le cadre d’une ge´ome´trie non factorisable [RS99b, LR00]. Dans ce
cadre, aucune contrainte de stabilisation n’affecte un e´ventuel couplage scalaire. Malheureu-
sement, dans le meˆme temps, les perturbations de la mesure d’une dimension infinie perdent
leur sens, et le couplage du mode scalaire associe´ tombe naturellement a` ze´ro (voir annexe
B). Dans le chapitre suivant, nous (re´)envisageons la possibilite´ que les champs de matie`re se
propagent, comme la gravitation, en dimension supe´rieure.
Chapitre 5
Syste`mes binaires et contraintes
Dans ce dernier chapitre, nous poursuivons l’e´tude de l’interaction gravitationnelle de´finie
par la pre´sence de champs auxiliaires en quatre dimensions, dans l’analyse des radiations gra-
vitationnelles dipolaires dominantes associe´es. Nous ge´ne´ralisons d’abord la relation e´tablie
au chapitre 2 entre la violation du Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires, en
termes du concept ge´ne´ral de charge gravitationnelle (section 5.1). Dans la deuxie`me section,
nous revenons sur les the´ories de Brans-Dicke, premie`re extension minimale de la Relativite´
Ge´ne´rale, ou` la charge gravitationnelle auxiliaire est identifie´e par l’e´nergie de liaison gravi-
tationnelle interne de corps compacts. Dans le cadre de la the´orie line´arise´e, nous rede´rivons
certains re´sultats dans une approche centre´e sur cette notion de charge auxiliaire. Nous de´-
veloppons ensuite un mode`le original [GW02], inspire´ par notre e´tude des espaces-temps de
dimension supe´rieure, de´finissant une the´orie ou` les champs de matie`re se propagent dans
des dimensions supple´mentaires au meˆme titre que la gravitation. A basse e´nergie, la the´orie
effective en quatre dimensions s’identifie a` une the´orie vecteur-tenseur de gravitation, dont la
charge vectorielle est de´finie par la quantite´ de mouvement transverse des corps (section 5.3).
Enfin, l’analyse de la de´croissance orbitale de pulsars binaires sugge`re des contraintes nou-
velles sur ces couplages gravitationnels (scalaire et vectoriel) au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale
(section 5.4). Les limites obtenues sur la composante scalaire pourraient en fait atteindre le
niveau de pre´cision attendu des expe´riences futures de´die´es a` l’e´tude du couplage associe´.
5.1 Charges gravitationnelles
En e´lectromagne´tisme, la formule classique de Larmor [Jac75, LL66b] pour le taux de
radiation duˆ a` des mouvements cycliques de charges est donne´e par
−dE
dt
=
1
6pic3
D¨iD¨i , (5.1)
ou` Di =
∑
a qar
i
a est le moment dipolaire pour une source constitue´e d’un ensemble de charges
e´lectriques qa.
Dans la the´orie purement tensorielle d’Einstein, l’analogue gravitationnel de la charge
e´lectrique q est la masse m elle-meˆme. La conservation de la quantite´ de mouvement dans
la limite non relativiste interdit les radiations dipolaires gravitationnelles et la structure qua-
drupolaire domine. Intuitivement, nous pouvons nous assurer de la pre´sence de radiations
gravitationnelles dipolaires en plongeant la the´orie d’Einstein dans un espace-temps de di-
mension supe´rieure (disons en dimension 5). La projection d’un mouvement quadrupolaire
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sur notre univers quadridimensionnel correspond alors a` un mouvement dipolaire (Fig. 5.1) :
x5
ix Fig. 5.1 – Dipole comme pro-
jection d’un quadrupole extradi-
mensionnel.
En effet, l’action pour le mouvement ge´ode´sique d’une particule-test en cinq dimensions,
S = −c
∫
mds(5) , (5.2)
se re´duit dans l’approximation de champ faible et pour u5  c, a`
S ' −
∫ [
mc+
(
m
u5
c
)
uµg5µ
]
ds , (5.3)
si ds = cdτ est l’e´le´ment de longueur infinite´simal en quatre dimensions (uµ = dxµ/dτ et
u5 = dx5/dτ). Une seconde charge gravitationnelle est de´finie dans le second terme de cette
action : mu5/c. Elle est associe´e au champ vectoriel g5µ(~x, t) en quatre dimensions. Une
interaction gravitationnelle vectorielle semblable a` l’e´lectromagne´tisme apparaˆıt donc et des
radiations dipolaires sont permises si les corps se propagent dans la dimension supple´mentaire
avec une vitesse “intrinse`que” constante. Nous envisageons cette possibilite´ en de´tail dans la
section 5.3. Notons pour l’instant que l’action (5.3) implique les e´quations du mouvement
suivantes :
mu˙α +mΓαµνu
µuν ' c2
(
m
u5
c
)
(g ρ,α5 − g α,ρ5 )
uρ
c
. (5.4)
Par conse´quent, l’acce´le´ration d’un corps dans le re´fe´rentiel en chute libre est non nulle dans
la limite non relativiste (v5 = dx5/dt) :
~a− ~g ' −c2
(
v5
c
)
~∇g50 . (5.5)
Le terme de droite e´tant de nature gravitationnelle, le Principe d’Equivalence est viole´ a`
travers une perte de l’universalite´ de la chute libre. Tous les corps charge´s (mv5/c) sont sujets
a` une acce´le´ration anomale. Nous e´tablissons ainsi une connexion ge´ne´rique entre l’existence de
radiations dipolaires et la violation du Principe d’Equivalence, lie´e a` l’existence d’une charge
de gravitation auxiliaire. Nous ge´ne´ralisons par la` le re´sultat e´tabli dans la section 2.4 pour
les the´ories me´triques de gravitation en quatre dimensions. Rappelons que dans ce cadre, la
masse de corps compacts de´pend de la valeur asymptotique locale des champs auxiliaires de
gravitation φ. Il en re´sulte une charge gravitationnelle auxiliaire (ms) associe´e a` une violation
du Principe d’Equivalence dans sa version forte seulement.
5.2 The´ories de Brans-Dicke
Dans notre e´tude des the´ories scalaire-tenseur au premier chapitre, nous avons de´ja` insiste´
sur le fait que la masse de corps e´tendus de´pend naturellement de la valeur asymptotique
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locale du champ scalaire [Ear75]. La raison en est que l’interaction scalaire survit meˆme dans
un re´fe´rentiel en chute libre, modifiant par la` la structure interne des corps et, par conse´quent,
leur masse totale. Par souci de simplicite´, les corps compacts sont traite´s comme des corps
ponctuels, bien qu’ils pre´sentent une de´pendance explicite de leur masse dans le champ scalaire.
L’action de´finissant les the´ories de Brans-Dicke est alors donne´e par les e´quations (1.133) et
(1.134) :
S(bd
′) = − c
3
16pi
∫
d4x
√−g
(
ΦR− ω
Φ
Φ,αΦ,α
)
− c
∑
a
∫
ma (Φ) dsa . (5.6)
Nous nous inte´ressons encore une fois a` la the´orie line´arise´e. Soit Φ0 la valeur cosmologique
du champ scalaire, nous de´finissons les perturbations de la me´trique et du champ scalaire de
manie`re le´ge`rement diffe´rente par rapport aux relations (1.157) :
gµν = ηµν +
√
2cκ′ (hµν − αηµνϕ)
Φ = Φ0
(
1 + α
√
2cκ′ϕ
)
. (5.7)
Dans cette de´composition, le champ hµν inte`gre uniquement la partie tensorielle des champs
de gravitation (sans ne´cessite´ d’introduire la variable θµν). La the´orie line´arise´e est donne´e
par la de´composition directe suivante :
S
(2)
(bd′) = S
(2)
(rg)
(
hµν , κ
′
)
+ S
(2)
(sc′) (ϕ, α (1− 2s)) . (5.8)
La partie tensorielle est donne´e par l’action line´aire habituelle. La partie scalaire est la ge´ne´-
ralisation de l’action (1.160), tenant compte d’une interaction supple´mentaire pour des corps
compacts :
S
(2)
(sc′) (ϕ, α (1− 2s)) =
∫
d4x
[
1
2
(∂µϕ∂
µϕ) + α
√
κ′
2c
ϕT (1− 2s)
]
. (5.9)
Une seconde charge gravitationnelle apparaˆıt donc en termes de la sensitivite´ des corps s =
(∂ lnm/∂ ln Φ)|Φ0 , qui n’est autre que l’e´nergie de liaison gravitationnelle interne (voir (1.146)).
Par conse´quent, en termes de the´orie des champs, la cine´tique est toujours de´finie par les
meˆmes propagateurs, identifie´s par les relations (1.155) et (1.161). Seul le couplage scalaire
est modifie´ :
ϕ
α(1− 2s)
√
κ′
2c T
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
Violation du Principe d’Equivalence Fort
Le potentiel classique d’interaction est donne´ par l’amplitude de diffusion standard entre
deux champs ψ1 et ψ2, e´value´e dans la limite non relativiste statique. Pour le couplage scalaire-
tenseur modifie´, nous obtenons :
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M(bd′) (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
+ ϕ
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
α(1− 2s2)
α(1− 2s1)
=
1
c
N (1 + α2 (1− 2s1) (1− 2s2))G′m1m2
(
4pi
−~q 2
)
,(5.10)
ou` N est le coefficient de normalisation standard, et ~q la composante spatiale du moment de
transfert. Cette amplitude de´finit bien une interaction newtonienne avec pour constante de
couplage
G12 =
(
1 + α2 (1− 2s1) (1− 2s2)
)
G′ . (5.11)
Pour des particules-tests (non compactes en l’occurrence), la constante de couplage se re´duit
a` l’expression habituelle de´finissant la constante de Newton G en fonction du couplage nu G′.
L’expression ge´ne´rale pour G12 en fonction de G est donc effectivement donne´e par la relation
(1.145), qui de´finit la violation du Principe d’Equivalence Fort dans la limite non relativiste.
Dipole scalaire
Comme nous l’avons remarque´ au premier paragraphe de cette section, la source du champ
scalaire dans notre the´orie line´arise´e est m(1 − 2s) plutoˆt que la masse m elle-meˆme. La
sensitivite´ s repre´sente une nouvelle forme de charge gravitationnelle. Par conse´quent, des
radiations monopolaires sont toujours interdites a` cet ordre par conservation de la charge,
mais des radiations dipolaires (induites par la charge ms) apparaissent comme dans le cas
de l’e´lectromagne´tisme. La proce´dure standard pour obtenir le taux d’e´mission d’e´nergie sous
forme de radiations scalaires dipolaires consiste a` de´velopper la solution radiative pour ϕ en
moments multipolaires, pour l’introduire dans le tenseur e´nergie-moment associe´ au champ
scalaire. La variation de l’action line´arise´e donne l’e´quation d’onde
2ϕ = α
√
κ′
2c
T (1− 2s) , (5.12)
ou` le tenseur e´nergie-moment est calcule´ sur l’espace de Minkowski (T = ρc2). Cette e´quation
est valable a` des corrections O(1/c2) pre`s. Dans la zone d’onde et pour des mouvements lents,
la solution radiative se de´veloppe en moments multipolaires. Dans le cadre de notre the´orie
line´arise´e, seuls les termes monopolaire (dominant) et dipolaire (correction d’ordre O(1/c))
prennent tout leur sens. Aussi, omettant le premier terme ϕ ' ∫ d3~xT (1− 2s) constant, nous
e´crivons la solution radiative comme une solution purement dipolaire :
ϕ (~x, t) ' α
4piR
√
cκ′
2
ni
∂
∂t
∫
d3~x ′ x′
i
(1− 2s) ρ (~x ′, t−R/c) . (5.13)
R est la distance a` la source. Le temps t − R/c identifie l’instant d’e´mission de l’onde, et le
vecteur unitaire ~n = ~x/R de´finit la direction source - observateur (ligne de vise´e), dans un
re´fe´rentiel ou` la source est a` l’origine. Le premier terme (inde´pendant de s) n’est autre que
5.2. THE´ORIES DE BRANS-DICKE 93
la quantite´ de mouvement totale du syste`me, qui est conserve´e dans la limite non relativiste.
Ce terme ne contribue donc pas a` la dynamique. Reste le second terme dipolaire induit par
la charge s :
ϕ (~x, t−R/c) ' − α
2piR
√
cκ′
2
niD˙
i
(s) (t−R/c) , (5.14)
ou` le dipole Di(s) est de´fini comme
Di(s) =
∫
d3~x ′ ρs x′
i
. (5.15)
Le tenseur e´nergie-moment associe´ au champ scalaire dans l’espace de Minkowski est donne´
par l’expression ge´ne´rale
t(ϕ)µν =
2c√−g
∂
√−gLϕcin.
∂gµν |ηµν
(5.16)
= c∂µϕ∂νϕ , (5.17)
dont les composantes d’impulsions s’e´crivent
t(ϕ)i0 =
1
c
ϕ˙2ni . (5.18)
Le taux d’e´mission d’e´nergie sous forme d’ondes scalaires par unite´ de temps et d’angle solide
s’exprime donc comme
dIϕ
dΩ
= cR2 nit
(ϕ)i0 (5.19)
= R2ϕ˙2 (5.20)
=
α2G′
pic3
ninjD¨
i
(s)D¨
j
(s) . (5.21)
L’inte´gration sur les angles solides donne le taux moyen d’e´mission scalaire, purement dipolaire
a` l’ordre O(1/c3) :
−
dEϕ(di)
dt
=
2
3
ξ
G
c3
D¨i(s)D¨
i
(s) . (5.22)
Notre approche par la the´orie line´arise´e e´carte a priori les contributions scalaires monopolaires
et quadrupolaires re´ve´le´es par l’analyse de´taille´e du chapitre 2. Ces contributions e´tant d’ordre
O(ξ/c5), elles sont de toute fac¸on ne´gligeables en pratique par rapport aux contributions
tensorielles O(1/c5), ce qui justifie leur omission et notre approche en termes d’une interaction
line´aire.
Afin d’e´clairer encore notre vision des choses, remarquons que nous pouvons en fait de´duire
ce re´sultat par simple analogie avec l’e´lectromagne´tisme en identifiant l’interaction scalaire de
Brans-Dicke proportionnelle a` la sensitivite´ (voir (5.9)) a` l’interaction vectorielle de´finie par
l’action de Maxwell
S(em) (q) =
∫
d4x
[
−1
4
(FµνF
µν)− 1
c3/2
Aµj
µ
]
, (5.23)
ou` jµ = qδ3(~x − ~x(t)) vµ est la densite´ de courant e´lectrique. Substituons donc la charge
e´lectrique par l’e´nergie de liaison gravitationnelle a` travers la relation
q(s) =
√
16piG′ αms , (5.24)
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dans notre relation de base (5.1). Prenant en compte un facteur correctif 1/2 de polarisation
dans l’identification de Aµv
µ/c a` ϕ, nous obtenons imme´diatement le taux de radiation dipo-
laire donne´ dans l’e´quation (5.22). Dans le cas particulier d’une source binaire en mouvement
ke´ple´rien, le moment dipolaire est donne´ par ~D(s) = m1s1~r1 + m2s2~r2. Nous obtenons ainsi
le taux moyen d’e´mission scalaire dipolaire donne´ au chapitre 2. Au premier ordre significatif
dans le couplage scalaire ξ (identifiant donc les couplages G12 et G), nous pouvons e´crire〈
−
dEϕ(di)
dt
〉
K
=
2
3
ξ
G3
c3
µ2M2
a4
(s1 − s2)2 g (e) , (5.25)
ou` a et e sont respectivement les demi-grand axe et excentricite´ de l’orbite re´duite du syste`me ;
µ et M sont les masses re´duite et totale. La fonction g(e) = (1+e2/2)/(1−e2)5/2 est le facteur
de majoration.
Ce re´sultat est a` comparer au taux d’e´mission tensoriel, dont la contribution est donne´e
(toujours dans le cadre de l’approximation line´aire), a` la constante de couplage pre`s, par la
formule quadrupolaire standard dans la the´orie d’Einstein (e´quation (A.2)) :
−
dEh(qua)
dt
=
G′
5c5
...
D
ij ...
Dij .
Ne´gligeant les corrections introduites par la rede´finition des constantes de couplage1, le taux
moyen de radiations tensorielles s’identifie au re´sultat de la Relativite´ Ge´ne´rale (e´quation
(2.26)) : 〈
−dE
dt |(rg)
〉
K
=
32
5
G4
c5
µ2M3
a5
f (e) .
Nous avons de´ja` suffisamment insiste´ sur le fait que les radiations dipolaires (d’ordre
O(ξ/c3)) vont a priori dominer sur les radiations quadrupolaires (d’ordre O(1/c5)). Avant
d’en discuter les implications phe´nome´nologiques, tournons-nous vers l’e´tude de cette seconde
the´orie sugge´re´e, ou` une dynamique dipolaire est attendue a` travers l’existence d’un couplage
vectoriel de gravitation.
5.3 The´ories de “Kaluza”
Nous avons conside´re´ la possibilite´ de radiations dipolaires induites par couplage d’un
champ gravitationnel scalaire a` l’e´nergie de liaison interne de corps compacts. L’alternative
que nous conside´rons ici propose que ces radiations soient induites par couplage entre un champ
vectoriel et la quantite´ de mouvement transverse des corps dans une dimension supple´mentaire
de notre espace-temps.
Kaluza introduit pour la premie`re fois en 1921 le concept de dimension supple´mentaire,
dans l’espoir d’unifier les the´ories de la gravitation et de l’e´lectromagne´tisme [Kal21, Kle26,
CZ92, Lee84]. Dans sa the´orie, la matie`re classique se propage dans un espace-temps de dimen-
sion cinq, et la quantite´ de mouvement (mv5/c) dans la cinquie`me dimension est interpre´te´e
comme la charge e´lectrique q par la substitution q = q(v), ou` la charge vectorielle q(v) est
de´finie par
q(v) =
√
16piG
mv5
c
. (5.26)
1G′ et G12 sont identifie´es a` G. Une fois de plus, ceci revient a` ne´gliger des corrections d’ordre O(ξ/c5).
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Cependant, cette identification contraint la charge e´lectrique a` des valeurs de´raisonnablement
petites pour les particules e´le´mentaires, ce qui a conduit a` l’abandon temporaire du concept
de dimension supple´mentaire (voir [Don00] pour une revue historique). Les mode`les re´cents
en dimension supe´rieure (ADD ou RS) confinent les champs de matie`re sur une 3-membrane
de l’espace total. En conse´quence, les composantes vectorielles de´couplent de la the´orie li-
ne´arise´e2. Notre mode`le re´introduit la matie`re en dimension supe´rieure, e´liminant le concept
de membrane. Mais contrairement a` l’ide´e originale de Kaluza, la nature gravitationnelle du
couplage vectoriel est pre´serve´e. La the´orie vecteur-tenseur sugge´re´e dans la premie`re sec-
tion de ce chapitre est ainsi pre´cise´ment de´finie. Les conse´quences observables de la pre´sence
d’une charge vectorielle de gravitation pour des phe´nome`nes macroscopiques tels que pola-
risation orbitale (violation du Principe d’Equivalence) ou e´mission gravitationnelle dipolaire
sont e´tudie´es en de´tail.
The´orie vecteur-tenseur de gravitation
Nous pouvons donc construire notre mode`le par extension des mode`les ADD en dimen-
sion 4 + δ (voir (3.14)). L’absence de confinement augmente le terme d’interaction de la
the´orie line´arise´e aux composantes extradimensionnelles des perturbations de la me´trique
(∼ hˆMN (x, y)TMN , ou` le tenseur e´nergie-moment pour la matie`re est de´fini dans toutes les
dimensions : TMN = ρ vMvN ). Dans la suite, nous admettons par facilite´ que le mouvement
de ces corps est confine´ a` une direction donne´e, disons x5. La me´thode de “re´duction du pro-
pagateur” de´finie au chapitre 3 nous donne imme´diatement les couplages supple´mentaires. La
phe´nome´nologie a` haute e´nergie est modifie´e par la pre´sence de couplages d’excitations vec-
torielles massives. Cependant, dans la perspective de l’e´tude de phe´nome`nes macroscopiques,
nous ne conside´rons que l’interaction a` basse e´nergie, de´finie par les modes nuls. L’amplitude
de diffusion (3.46) se ge´ne´ralise simplement :
M0 = 1
c5
N 4pi
[
G(4) T
(1)
MNG
MN,AB
(
q(4)
)
T
(2)
AB
]
. (5.27)
Nous voyons imme´diatement apparaˆıtre un couplage vectoriel (MV0 ) en sus des couplages
tensoriel et scalaire (MST0 , voir (3.47)) de´ja` identifie´s dans les mode`les ADD :
M0 = MST0 +MV0 (5.28)
= MST0 +
1
c5
N 16piG(4) T (1)µ5
−ηµα
q2(4) + iε
T
(2)
α5 (5.29)
= MST0 +
1
c3
N j(1)(v)µ
−ηµα
q2(4) + iε
j
(2)
(v)α . (5.30)
Le propagateur
Dµν(q) =
−ηµν
q2 + iε
(5.31)
identifie la pre´sence d’une interaction vectorielle en quatre dimensions (pour un champ vecto-
riel non massif). Le courant vectoriel jµ(v) = ρ(v)v
µ est donne´ en termes de la charge extradi-
mensionnelle q(v) de´finie par la relation de Kaluza (5.26). Le terme d’interaction correspondant
2De manie`re ge´ne´rale, remarquons que l’introduction d’une membrane (de tension T ) brise ine´luctablement
la syme´trie de jauge U(1) de´finie par la dimension supple´mentaire, vue comme espace interne. Par un me´canisme
analogue au me´canisme de Higgs, le champ de jauge associe´ doit acque´rir une masse et de´couple de la the´orie
effective a` basse e´nergie (m2Aµ ∼ T/M2Pl), meˆme au-dela` de l’approximation line´aire [DKS00].
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est associe´ a` un vertex triline´aire pour l’interaction entre une composante vectorielle de gra-
vitation et les champs de matie`re :
Aµ
−(1c )3/2 jµ(v)
ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ
.
Rappelons que G(4) est identifie´ a` la constante de Newton G, la stabilisation des dimensions
supple´mentaires donnant une masse a` la composante scalaire d’interaction ϕ. La conservation
de la charge q(v) de´coule directement des e´quations de conservation line´arise´es en 4+δ dimen-
sions, par inte´gration sur le volume des dimensions compactifie´es (TMN,N = 0). Au premier
ordre dans cette charge vectorielle, le mode`le s’identifie donc a` une the´orie vecteur-tenseur de
gravitation3. La partie tensorielle est donne´e par l’action habituelle pour la Relativite´ Ge´ne´rale
et la partie vectorielle, par l’action de Maxwell, pour la charge gravitationnelle q(v) :
S(kal) = S
(2)
(rg) (hµν , κ) + S
(em)
(
q(v)
)
. (5.32)
Violation du Principe d’Equivalence
Le potentiel classique pour l’interaction gravitationnelle ainsi de´finie est donc donne´ par
une amplitude de diffusion vecteur-tenseur (encore une fois dans la limite non relativiste sta-
tique). Conside´rant deux champs ψ1 et ψ2, cette amplitude s’e´crit :
3Une analyse comple`te de l’amplitude (5.27) re´ve`le la pre´sence de couplages scalaires additionnels porte´s
par des charges proportionnelles au carre´ de la vitesse extradimensionnelle (O(v5/c)2). Pour insister sur la
puissance de la me´thode de re´duction du propagateur par rapport a` la re´duction standard de la me´trique, nous
e´tablissons ci-dessous ces contributions. Tout comme nous nous attendions a` la pre´sence d’un couplage vectoriel
associe´ aux composantes non diagonales de la me´trique, nous savons que des champs scalaires sont associe´s aux
composantes extradimensionnelles. La re´duction de la me´trique au chapitre 3, nous sugge`re de´ja` la pre´sence de
ces champs ϕmn0 , dont aucun ne couple a` la matie`re, si celle-ci est confine´e sur la membrane (voir (3.29)). A
l’ordre 2 dans la vitesse v5/c, le couplage scalaire dans l’amplitude de diffusion (3.47) est rede´fini par :
α2(4+δ) → α2(4+δ) +
(
1− α2(4+δ)
)((v51
c
)2
+
(
v51
c
)2)
+
(
1 + α2(4+δ)
)(v51
c
)2 (
v51
c
)2
.
D’une part, techniquement, le terme proportionnel a` (1 − α2(4+δ)) introduit une modification du couplage au
scalaire de trace ϕ ≡ ηmnϕmn. Mais ce couplage ne produit pas l’entie`rete´ du terme en (1+α2(4+δ)), et le terme
re´siduel doit correspondre au couplage d’un autre scalaire ϕ˜ (combinaison approprie´e des champs ϕmn0 ) a` la
matie`re. Les termes effectifs d’interaction scalaire correspondants peuvent eˆtre de´finis (pour une normalisation
canonique des termes cine´tiques) par
S
(lin)
(int) (ϕ, ϕ˜) = −
√
κ(4)
2c
∫
d4x

(α(4+δ) + 1− α2(4+δ)
α(4+δ)
(
v5
c
)2)
ϕT +
√
3α2(4+δ) − 1
α(4+δ)
(
v5
c
)2
ϕ˜T

 .
Pratiquement, la stabilisation des dimensions supple´mentaires introduit un terme de masse pour chacun de ces
champs, qui de´couplent de l’interaction a` basse e´nergie.
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M0 (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
+ Aµ
ψ1 ψ1
ψ2 ψ2
2v52/c
2v51/c
=
1
c
N
(
1− 4v
5
1v
5
2
c2
)
Gm1m2
(
4pi
−~q 2
)
. (5.33)
L’interaction newtonienne est donc de´finie par la constante de couplage renormalise´e suivante :
G12 ≡ G
(
1− 4v
5
1v
5
2
c2
)
. (5.34)
Cette relation nous donne l’expression mathe´matique exacte de la violation du Principe
d’Equivalence dans nos the´ories (vecteur-tenseur) extradimensionnelles. Une acce´le´ration ano-
male est attendue pour des corps charge´s vectoriellement. Remarquons quelques diffe´rences
fondamentales avec le cas des the´ories (scalaire-tenseur) de Brans-Dicke. D’une part, nous
ne savons pas comment la charge extradimensionnelle (mv5/c) est lie´e a` la nature du corps
conside´re´. En particulier, il n’y a aucune raison de se restreindre uniquement a` l’e´tude de
corps posse´dant une e´nergie de liaison gravitationnelle interne importante (corps ce´lestes,
compacts). Il ne s’agit pas ici que d’une violation du Principe d’Equivalence Fort, comme
dans les the´ories me´triques en quatre dimensions. Des expe´riences du type de celle d’Eo¨tvo¨s
doivent aussi eˆtre conside´re´es dans ce contexte, et permettre d’obtenir des contraintes fortes
sur la charge extradimensionnelle (vectorielle) [Su94] de corps e´tudie´s en laboratoire. D’autre
part, une acce´le´ration anomale est aussi attendue pour des corps ce´lestes dans un champ de
gravitation, avec cependant deux diffe´rences conceptuelles importantes. D’abord, les deux ob-
jets conside´re´s doivent eˆtre charge´s (voir (5.33)). Ensuite, l’interaction additionnelle e´tant de
nature vectorielle, cette partie anomale du mouvement peut aussi bien correspondre a` une
acce´le´ration qu’a` une de´ce´le´ration. Par contre, les expressions analytiques pour les taux de
radiation dipolaires scalaire et vectoriel sont en fait identiques, aux charges pre`s.
Dipole vectoriel
La partie vectorielle de l’action effective e´tant donne´e par l’action de Maxwell, des radia-
tions dipolaires vectorielles sont ine´vitables. Le taux d’e´mission correspondant est donne´ par
la substitution de la charge e´lectrique par la charge extradimensionnelle q(v) dans la formule
de Larmor (5.1) :
−
dEA(di)
dt
=
8
3
G
c3
D¨i(v)D¨
i
(v) , (5.35)
ou` le moment dipolaire est donne´ par Di ≡ ∫ d3x (ρv5/c)xi. Au premier ordre significatif dans
les vitesses (G12 → G), le taux de radiation dipolaire induit par le mouvement ke´ple´rien dans
un syste`me binaire est par conse´quent〈
−
dEA(di)
dt
〉
K
=
8
3
G3
c3
µ2M2
a4
(
v51
c
− v
5
2
c
)2
g (e) , (5.36)
ou` g(e) est le facteur de majoration pre´ce´demment de´fini pour le dipole scalaire (voir (5.25)).
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5.4 Syste`mes binaires et contraintes
Les pulsars binaires sont des laboratoires ide´aux pour tester la gravitation relativiste, de
par l’extreˆme pre´cision de leur pulse radio. Nous avons e´tudie´ le PSRB1913 + 16, double
e´toile a` neutrons de´couverte par Hulse et Taylor en 1974. L’analyse des temps d’arrive´e des
pulses fournit une mesure du taux de de´croissance de la pe´riode orbitale du syste`me en accord
avec la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale pour l’e´mission de radiations gravitationnelles. La
pre´cision de ce test ω˙− γ − T˙ est de 0.35% [Tay93]. Rappelons encore que le PSRB1534 + 12
est le seul autre exemple connu de double e´toile a` neutrons pour laquelle le taux de de´crois-
sance de la pe´riode orbitale a e´te´ mesure´ [Sta98]. Dans ce cas, l’accord avec la Relativite´
Ge´ne´rale est obtenu dans une limite de pre´cision moindre, de l’ordre de 15%4. De nombreuses
de´couvertes [Kas00, EB01, Cam01] de pulsars binaires constitue´s d’une e´toile a` neutrons et
d’une naine blanche ont e´te´ rapporte´es re´cemment. Notons que le taux de naissance de ce
type de binaires est, selon les mode`les les plus re´cents, au moins aussi important que pour les
doubles e´toiles a` neutrons. Les perspectives pour la mesure des parame`tres relativistes dans
ces syste`mes, de´croissance orbitale incluse, sont tre`s encourageantes, en particulier dans le cas
du PSRJ1141− 6545 conside´re´ ci-dessous.
Parame`tres optimaux
Avant d’en arriver aux conside´rations phe´nome´nologiques proprement dites, nous voulons
de´finir les conditions optimales sur les parame`tres de ces syste`mes sous lesquelles les radiations
gravitationnelles dipolaires dominent. Le rapport du taux de perte d’e´nergie scalaire-tenseur
(ou vecteur-tenseur) a` la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale est une expression simple. Il
s’exprime en fonction des charges gravitationnelles auxiliaires d’une part, et des seules obser-
vables“excentricite´” et“pre´cession du pe´riastre”d’autre part. La pre´cession du pe´riastre inclut
en fait le facteur de suppression quadrupolaire O((v/c)2). D’un point de vue astrophysique, il
est plus judicieux d’introduire le rapport correspondant des taux de de´croissance de la pe´riode
orbitale induits par radiation gravitationnelle. Dans l’approximation ke´ple´rienne, ces rapports
sont identiques (voir (A.32)). Pour les the´ories de Brans-Dicke, les e´quations (2.26) et (5.25)
me`nent, au premier ordre dans le couplage scalaire effectif ξ, a`〈
T˙(bd)
T˙(rg)
〉
K
=
〈
E˙(bd)
E˙(rg)
〉
K
= 1 +
5pi
8
ξ (s1 − s2)2
(
h(e)
∆ω
)
. (5.37)
Pour notre mode`le en dimensions supple´mentaires, les e´quations (2.26) et (5.36) donnent, a`
l’ordre dominant dans les charges vectorielles, le rapport suivant :〈
T˙(vt)
T˙(rg)
〉
K
=
〈
E˙(vt)
E˙(rg)
〉
K
= 1 +
5pi
2
(
v51
c
− v
5
2
c
)2(
h(e)
∆ω
)
. (5.38)
4Plus re´cemment, un nouveau test de la gravitation relativiste a e´te´ re´alise´ [Str01] dans l’e´tude du plus
proche et du plus brillant des pulsars binaires connus dans la Galaxie, le syste`me e´toile a` neutrons - naine
blanche PSRJ0437 − 4715. Cependant, ce test n’est pas donne´ par l’analyse d’effets de radiations, mais a`
travers la mesure de l’amplitude et de la forme de l’effet de retard (effet Shapiro) subi par le faisceau radio
passant pe´riodiquement a` proximite´ du compagnon. Une mesure similaire a` e´te´ re´alise´e pour le PSRB1534+12,
permettant un test de la the´orie avec une pre´cision de 1% [Sta98], c’est-a`-dire bien meilleure que les re´sultats
de l’analyse de la de´croissance orbitale dans le meˆme binaire.
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Le parame`tre
∆ω =
6piGM
ac2 (1− e2) (5.39)
de´finit la pre´cession du pe´riastre en radians par re´volution dans le cadre de la Relativite´
Ge´ne´rale, alors que
h(e) ≡ 1 + e
2/2
1 + 73/24e2 + 37/96e4
(5.40)
est un facteur de re´duction pour des orbites excentriques. Le parame`tre crucial est par conse´-
quent h(e)/∆ω : plus l’orbite est circulaire (h(e) → 1) et moins elle est relativiste (∆ω → 0),
plus l’effet relatif des radiations dipolaires est important par rapport aux radiations quadru-
polaires. Cependant, pour l’excentricite´ maximum (e = 1), le facteur de re´duction h(e) est
approximativement 1/3. Son impact sur la question de la dominance dipolaire est donc loin
d’eˆtre dramatique. Par ailleurs, une pre´cession relativiste orbitale trop petite serait associe´e
a` un effet de de´croissance orbitale trop te´nu pour eˆtre observable. Pour fixer les ide´es, la
grande excentricite´ (e ' 0.62) et la pre´cession orbitale importante (∆ω ' 6.5× 10−5 rad/rev
ou encore ω˙ ' 4.2 ◦an−1) du PSRB1913 + 16 [Tay93] ne seront pas conside´re´es comme des
valeurs optimales des parame`tres pour la dominance du dipole.
Remarquons que ces crite`res de se´lection des binaires donnant les contraintes les plus fortes
sur les radiations dipolaires sont analogues a` ceux de´finis pour tester explicitement le Principe
d’Equivalence Fort dans un re´gime de champ fort. Il a e´te´ de´montre´ en effet [DS91] que les
pulsars binaires de faible excentricite´ et de longue pe´riode orbitale sont aussi les meilleurs
laboratoires dans lesquels un mouvement polarise´ (vers le centre de la Galaxie) duˆ a` la violation
du Principe d’Equivalence Fort peut eˆtre mesure´. Cependant, a` la lumie`re de l’alternative
sugge´re´e entre une interaction auxiliaire scalaire ou vectorielle, toute contrainte re´sultant d’une
analyse directe du mouvement anomal duˆ a` une violation du Principe d’Equivalence est en
principe ambigue¨. En effet, une polarisation orbitale faible d’un syste`me binaire (qu’il s’agisse
d’un pulsar binaire ou du syste`me Terre - Lune) pourrait eˆtre attribue´e a` une compensation
accidentelle entre les perturbations scalaire et vectorielle plutoˆt qu’a` la petitesse des charges
scalaire et vectorielle. Par contre, l’analyse indirecte de l’e´mission dipolaire ne souffre pas
de cette ambigu¨ıte´ puisque, dans ce cas, les taux d’e´mission scalaire et vectoriel ne font que
s’additionner, sans possibilite´ d’interfe´rence destructive. Ainsi, toute contrainte sur les taux de
radiation dipolaire dans les syste`mes binaires fournit une limite sur (v51/c−v52/c)2 et ξ(s1−s2)2.
Dipole vectoriel et pulsars binaires
Comme nous l’avons de´ja` remarque´, nous ne savons pas ce qui de´termine exactement
la charge vectorielle (mv5/c) d’e´toiles individuelles. Cependant, son origine dans le cadre de
the´ories en dimensions supple´mentaires peut eˆtre comprise de la fac¸on suivante [Kle26, Cho85,
Lee84, et re´fe´rences]. La partie extradimensionnelle de la quantite´ de mouvement associe´e
a` une particule e´le´mentaire se propageant dans les dimensions compactifie´es est quantifie´e.
Les valeurs permises de cette quantite´ de mouvement transverse identifient en fait la masse
mKK des excitations de Kaluza-Klein correspondantes dans la the´orie effective en quatre
dimensions :
P 2(4+δ) = P
µPµ + P
mPm (5.41)
= P 2(4) − (mKKc)2 . (5.42)
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Ainsi, nous pouvons envisager la possibilite´ que de telles excitations massives soient pie´ge´es a`
l’inte´rieur des e´toiles a` travers un phe´nome`ne d’accre´tion gravitationnelle, de la meˆme fac¸on
que les WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles) devraient l’eˆtre. La charge vectorielle
d’objets macroscopiques serait alors de´finie par la fraction de la masse totale due a` la pre´sence
de ces particules de Kaluza-Klein :
v5
c
∼
∑
KK mKK
m
. (5.43)
Mais un mode`le pre´cis serait ne´cessaire pour estimer une telle fraction dans les e´toiles a`
neutrons et autres naines blanches. En attendant, les limites obtenues sur v5/c ne nous donnent
que des informations ponctuelles sur le couplage vectoriel.
Dipole scalaire et binaires e´toile a` neutrons - naine blanche
La sensitivite´ (s) de chaque corps e´tant relie´e a` son e´nergie de liaison gravitationnelle
interne, c’est une grandeur quantifiable en fonction de la nature du binaire conside´re´. Une
contrainte sur le taux d’e´mission dipolaire peut de´finir une limite sur le couplage scalaire ξ de la
the´orie scalaire-tenseur. En particulier, dans un pulsar binaire, la nature de l’e´toile compagnon
joue un roˆle crucial dans le taux de radiation dipolaire scalaire. Dans le cas d’une double e´toile a`
neutrons, les sensitivite´s sont essentiellement e´gales (s(ns) ' 0.2). Cette constatation conduit
a` un effet de radiations dipolaires scalaires faible (ne´gligeable) puisque le taux d’e´mission
est proportionnel a` la diffe´rence des sensitivite´s (voir l’analyse du PSRB1913 + 16, section
2.3). Par contre, une naine blanche est beaucoup moins compacte qu’une e´toile a` neutrons
(s(wd) ' 10−3). Les binaires plus asyme´triques, constitue´s d’une e´toile a` neutrons et d’une
naine blanche, sont donc particulie`rement inte´ressants dans le cadre de la recherche d’effets
de radiations dipolaires. De plus, dans les binaires ou` l’e´toile a` neutrons est la premie`re
ne´e du syste`me [Kas00], l’excentricite´ orbitale est en ge´ne´ral tre`s faible, ce qui constitue
un avantage pour la dominance de l’e´mission dipolaire. Ainsi, la de´termination du taux de
de´croissance de la pe´riode orbitale d’un binaire e´toile a` neutrons - naine blanche doit offrir
des contraintes fortes sur le couplage scalaire de gravitation. Pour illustration, nous nous
inte´ressons en particulier au cas d’un syste`me re´cemment de´couvert, le PSRJ1141 − 6545,
pour lequel les perspectives de mesure des parame`tres orbitaux relativistes sont prometteuses
[Kas00]5. Etant donne´ l’excentricite´ (e ' 0.17) et la pre´cession angulaire relativiste (∆ω '
5.0 × 10−5 rad/rev ou ω˙ ' 5.3 ◦an−1) de son orbite, l’e´quation (5.37) implique le rapport
suivant : 〈
T˙(bd)
T˙(rg)
〉
|(1141−6545)
' 1 + 1.4× 103 ξ . (5.44)
La ve´rification expe´rimentale de la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale avec une pre´cision de
10% donnerait de´ja` une contrainte sur le couplage scalaire de gravitation ξ du meˆme ordre
5L’analyse expe´rimentale sugge`re en effet qu’il s’agit d’un syste`me constitue´ d’une e´toile a` neutrons et d’une
naine blanche. La pe´riode de rotation propre du pulsar est de Tp = 0.393 897 833 900 2(22) s. Les pe´riode orbitale,
excentricite´ et projection du demi-grand axe de l’orbite sont respectivement donne´s par T = 0.197 650 965(5) j,
e = 0.171 881(9) et ap sin i = 1.859 45(1) s lum. Le seul parame`tre relativiste de´ja` mesure´ est le taux de
pre´cession du pe´riastre : ω˙ = 5.33(2) ◦an−1. Cette valeur de´termine la masse totale du binaire comme M '
2.300(12)M. La fonction de masse (associe´e a` la troisie`me loi de Kepler) donne les limites mp ≤ 1.348M et
mc ≥ 0.968M pour la masse du pulsar (cette valeur correspond en fait a` la valeur statistique de la masse des
e´toiles a` neutrons dans les pulsars binaires connus) et de son compagnon, respectivement. Ces chiffres me`nent
a` une pre´diction pour la de´croissance orbitale en Relativite´ Ge´ne´rale de l’ordre de T˙(rg) ' −3.881 10−13 s s−1.
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de grandeur que les meilleures contraintes actuelles obtenues dans le syste`me solaire (voir
(1.92)) : ξ(exp) ≤ 2.8 × 10−4, ou` ξ = 2α2/(1 + α2). Une pre´cision plus optimiste de 1% nous
fournirait une limite bien meilleure,
ξ(exp) ≤ 10
−5
(
ω(exp) ≥ 10
5
)
, (5.45)
atteignant le niveau de pre´cision attendu pour les futures expe´riences satellitaires de´die´es a`
l’analyse des couplages scalaires. Il n’est pas ne´cessaire d’insister davantage sur le fait que toute
mesure indirecte de radiations dipolaires e´tablirait irre´vocablement l’existence de nouvelles
charges gravitationnelles et mettrait en de´faut la the´orie d’Einstein.
Conclusion
Au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale, les the´ories de la gravitation de´finissent une charge
gravitationnelle auxiliaire associe´e a` la violation du Principe d’Equivalence, et the´oriquement
responsable d’une e´mission de radiations dipolaires dominantes. Dans notre mode`le vecteur-
tenseur, la charge vectorielle est associe´e a` la quantite´ de mouvement des corps dans un espace
de dimensions supple´mentaires (mv5/c). Dans le cadre des the´ories scalaire-tenseur de Brans-
Dicke, la charge scalaire s’identifie a` l’e´nergie de liaison gravitationnelle interne des corps
(ms). Les taux de de´croissance orbitale observe´s dans les pulsars binaires PSRB1913 + 16 et
PSRB1534+12 confirment la pre´diction de la Relativite´ Ge´ne´rale pour une e´mission purement
quadrupolaire. Ces mesures e´tant re´alise´es sur des doubles e´toiles a` neutrons, elles n’offrent
aucune limite importante sur la composante scalaire. Par contre, la mesure attendue de la
de´croissance orbitale de binaires asyme´triques, constitue´s d’une e´toile a` neutrons et d’une
naine blanche, devrait permettre des contraintes fortes sur le couplage scalaire de gravitation.
Dans le cas particulier du PSRJ1141−6545, une pre´cision relative de l’ordre de 1% ame´liorerait
de plus d’un ordre de grandeur (ξ ≤ 10−5) la meilleure contrainte actuelle donne´e par les
re´sultats de de´flexion de la lumie`re au voisinage du Soleil. Dans le mode`le vectoriel, des
contraintes ponctuelles peuvent eˆtre pose´es sur les charges associe´es a` chaque binaire conside´re´,
mais un mode`le plus pre´cis doit eˆtre e´labore´ si nous voulons de´finir une limite sur un couplage
vectoriel fondamental.
Remarquons que si les taux de de´croissance orbitale sugge`rent un jour un couplage anomal
non nul, il sera impossible de faire la distinction entre l’extension scalaire-tenseur minimale
de la the´orie d’Einstein et une the´orie vecteur-tenseur de “Kaluza”. Les taux d’e´mission de
radiations dipolaires sont en effet identiques aux charges pre`s (q(v) ↔ q(s)/
√
2). Seule une
de´tection directe des ondes gravitationnelles permettrait la distinction entre une polarisation
longitudinale (scalaire) et des polarisations transverses (vectorielles).
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Conclusions
La the´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale est aujourd’hui confirme´e par de multiples re´sul-
tats expe´rimentaux. Des mesures de la de´flexion de la lumie`re et de la violation du Principe
d’Equivalence a` l’analyse de la de´croissance orbitale de pulsars binaires, toutes les observa-
tions confortent les pre´dictions de la the´orie d’Einstein. La pre´cision associe´e est supe´rieure
au dixie`me de pourcent. Mais certains arguments the´oriques nous me`nent a` penser qu’il faut
aller au-dela`. Les concepts de dimensions supple´mentaires de l’espace-temps et de champs
auxiliaires de gravitation sont sugge´re´s par les the´ories actuelles proposant l’unification des
quatre interactions fondamentales. Ils de´finissent de`s lors des directions importantes pour la
construction d’une the´orie de la gravitation au-dela` de la Relativite´ Ge´ne´rale.
Conside´rant l’existence de dimensions supple´mentaires, nous avons e´tudie´ les mode`les
ADD (Arkani-Hamed - Dimopoulos - Dvali) en 4 + δ dimensions et le mode`le RS (Ran-
dall - Sundrum) en 5 dimensions. Ces de´veloppements ont e´te´ re´cemment avance´s comme
solutions alternatives au proble`me de la hie´rarchie des couplages gravitationnel et e´lectro-
faible dans le Mode`le Standard de la physique des particules. Ils proposent une interaction
gravitationnelle se propageant naturellement dans tout l’espace-temps, alors que la matie`re
et les autres interactions sont confine´es dans notre univers quadridimensionnel. Les the´ories
effectives correspondantes en quatre dimensions ont e´te´ de´rive´es dans des approches originales
simples : nous avons de´fini une “re´duction du propagateur” dans les mode`les ADD, et sugge´re´
une “action en coordonne´es conformes” dans le mode`le RS. La structure de l’interaction gra-
vitationnelle y est donne´e par des excitations massives qui s’ajoutent au graviton de masse
nulle habituel. La phe´nome´nologie et les contraintes expe´rimentales associe´es ont e´te´ e´tudie´es.
Conside´rant la pre´sence de champs auxiliaires de gravitation en quatre dimensions, nous
avons de´fini la notion de charge gravitationnelle auxiliaire, au-dela` de la masse meˆme des
corps. En termes de cette charge, un lien ge´ne´rique et original a e´te´ e´tabli entre, d’une part, la
violation du Principe d’Equivalence et, d’autre part, l’existence de radiations gravitationnelles
dipolaires dominantes. Dans le cas particulier des the´ories scalaire-tenseur de Brans-Dicke, la
charge auxiliaire s’identifie a` l’e´nergie de liaison gravitationnelle interne de corps compacts.
Une composante scalaire de gravitation n’est en rien exclue par les expe´riences actuelles, mais
le couplage scalaire doit eˆtre au moins quatre ordres de grandeur infe´rieur au couplage tenso-
riel. Une contrainte nouvelle a e´te´ sugge´re´e sur le couplage scalaire de Brans-Dicke a` travers
l’e´tude de la de´croissance orbitale du pulsar binaire PSRJ1141− 6545 re´cemment de´couvert.
Cette de´croissance orbitale, intimement lie´e a` l’e´mission de radiations gravitationnelles par le
syste`me, est en effet extreˆmement sensible a` la charge (et donc au couplage) auxiliaire.
Enfin, nous avons de´veloppe´ un mode`le original ou` les concepts de dimension supe´rieure
et de champ auxiliaire se rejoignent. Dans le cadre the´orique e´tabli, les champs de matie`re se
propagent dans des dimensions supple´mentaires au meˆme titre que le champ de gravitation.
En quatre dimensions, la the´orie effective correspondante donne, a` basse e´nergie, un mode`le
vecteur-tenseur pour l’interaction gravitationnelle. La charge auxiliaire vectorielle ainsi de´finie
s’identifie a` la quantite´ de mouvement des corps dans les dimensions supple´mentaires. Fonda-
mentalement, cette charge est associe´e a` la fraction de la masse des corps constitue´e d’e´tats
de Kaluza-Klein (massifs) des champs de matie`re. L’e´tude du mouvement, et en particulier
de la de´croissance orbitale, de syste`mes d’e´toiles binaires permettrait de poser des contraintes
ponctuelles sur les charges vectorielles implique´es. Un mode`le plus pre´cis devrait cependant
eˆtre e´labore´ si nous voulons de´finir une limite sur un couplage vectoriel fondamental, comme
nous le proposons pour le couplage scalaire.
Annexe A
De´croissance orbitale
Cette annexe e´tablit l’ensemble des contributions scalaires et tensorielles dominantes aux
radiations gravitationnelles ge´ne´re´es par des syste`mes d’e´toiles binaires, dans le cadre des
the´ories de Brans-Dicke. La perte d’e´nergie totale et la de´croissance orbitale qui s’ensuit, sont
donne´es par la somme des contributions scalaires et tensorielles. La contribution tensorielle
est la meˆme qu’en Relativite´ Ge´ne´rale. Les contributions scalaires sont importantes pour un
syste`me de sources compactes [Ear75, WZ89, DEF92, DEF96a].
A.1 Perte d’e´nergie tensorielle
Les e´quations de champs (2.47) pour les perturbations θµν de´finissent une structure tenso-
rielle des radiations identique a` celle de la Relativite´ Ge´ne´rale, a` la constante de couplage pre`s.
Les solutions radiatives dans la zone d’onde sont donc donne´es a` l’ordre Oθ(qua)((1+O(ξ))/c4)
par l’e´quation (2.14) :
θTTij (t−R/c) = −
2G′
Rc4
[
⊥ik⊥jl − 1
2
⊥ij⊥kl
]
D¨kl (t−R/c) , (A.1)
ou` les Dij =
∫
d3~x ′ ρ (x′ix′j−(1/3)δijr′2) sont les moments quadrupolaires sans trace associe´s
a` la source et G′ = G(1 − ξ/2). Le taux de perte d’e´nergie sous forme de radiations gravita-
tionnelles est donne´ par l’expression quadrupolaire standard, affecte´e d’une correction due a`
la rede´finition de la constante de couplage (Oθ(qua)((1 +O(ξ))/c5)) :
−
dEθ(qua)
dt
=
G′
5c5
...
D
ij ...
Dij . (A.2)
Radiations tensorielles dans un syste`me binaire
Dans un syste`me binaire, l’acce´le´ration relative des deux corps ~a = ~a2 − ~a1 est donne´e
dans la limite non relativiste, comme
~a = −G12M
r3
~r , (A.3)
ou` ~r = ~r2−~r1 est le vecteur position relative des deux corps et M = m1 +m2 la masse totale
du syste`me. La constante G12 = (1 − ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)G donne le couplage dans la limite
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quasi-newtonienne du mouvement en fonction de la compacite´ des corps (s1 et s2). Dans le
re´fe´rentiel du centre de masse du syste`me, les relations ~r1 = −(m2/M)~r et ~r2 = (m1/M)~r
sont ve´rifie´es. En coordonne´es polaires dans le plan de l’orbite du mouvement, les vecteurs
position et vitesse relatives s’e´crivent ~r = r ~er et ~v = r˙ ~er + rφ˙~eφ, ou` φ est l’angle polaire.
Les moments quadrupolaires de masse sont donne´s par Dij = m1x
i
1x
j
1 +m2x
i
2x
j
2. De`s lors, la
perte d’e´nergie instantane´e dans un syste`me binaire prend la forme particulie`re suivante :
−
dEθ(qua)
dt
=
8
15
G3
c5
µ2M2
r4
[
12κθv2 − 11κθ r˙2
]
, (A.4)
ou` µ = m1m2/(m1 +m2) est la masse re´duite du syste`me. La constante κ
θ inte`gre les valeurs
anomales des constantes de couplage ; elle de´finit l’e´cart par rapport a` une valeur unite´ en
Relativite´ Ge´ne´rale :
κθ =
G′G212
G3
=
G212
G2
(
1− ξ
2
)
. (A.5)
L’e´quation de l’orbite du mouvement ke´ple´rien et la conservation du moment angulaire1 im-
pliquent l’expression suivante pour la moyenne d’une grandeur sur la pe´riode du mouvement :
〈 · 〉K ≡
1
T
∫ T
0
· dt = 1
a2
√
1− e2
1
2pi
∫ 2pi
0
· r2dφ , (A.6)
ou` a et e sont respectivement les valeurs du demi-grand axe de l’orbite et de son excentricite´.
L’expression associe´e a` la perte d’e´nergie moyenne sous forme de radiations gravitationnelles
s’e´crit donc finalement〈
−
dEθ(qua)
dt
〉
K
=
32
5
G4
c5
µ2M3
a5
[
G312
G3
(
1− ξ
2
)]
f (e) , (A.7)
ou` la fonction f(e) = (1 + 73/24e2 + 37/96e4)/(1 − e2)7/2 est un facteur de majoration par
rapport aux orbites circulaires, croissant rapidement avec l’excentricite´ de l’orbite (1 ≤ f(e) <
∞). Le re´sultat pour la Relativite´ Ge´ne´rale est donne´ par l’identification des constantes de
couplage a` la constante de Newton : G′ = G12 = G, (ξ = 0).
A.2 Perte d’e´nergie scalaire
Afin d’e´tablir la perte d’e´nergie sous forme de radiations gravitationnelles scalaires, nous
devons identifier exactement la structure des termes sources jusqu’a` l’ordre O(ξ/c4). Pour des
corps compacts, le de´veloppement de la masse a` l’ordre 2 dans le champ scalaire ϕ est donne´
par
m (Φ) = m (Φ0)
(
1 + sϕ− 1
2
(
s′ + s− s2)ϕ2 +O (ϕ3)) , (A.8)
1L’e´quation de l’orbite ke´ple´rienne elliptique en coordonne´es polaires centre´es au foyer (re´fe´rentiel du centre
de masse) et la conservation du moment angulaire sont respectivement donne´es par les relations
r =
a
(
1− e2)
1 + e cosφ
φ˙ =
√
G12Ma(1− e2)
r2
,
ou` a est la valeur du demi-grand axe de l’orbite et e la valeur de son excentricite´.
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ou` s ≡ (d lnm/d ln Φ)|Φ0 et s′ ≡ −(d2 lnm/d ln Φ2)|Φ0 sont de´finies comme les sensitivite´s
premie`re et seconde de la masse au champ scalaire. Dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke,
elles sont e´gales et s’identifient a` l’e´nergie de liaison gravitationnelle interne par unite´ de
masse, c’est-a`-dire la compacite´, du corps conside´re´ :
s = s′ =
|Egr|
mc2
. (A.9)
Conside´rant un syste`me de sources compactes ma, l’e´quation (2.52) pour le champ scalaire se
de´veloppe donc comme
2ϕ = ξ
4piG
c2
∑
a
dτa
dt
ma (Φ0) δ
3 (~x− ~xa)
[
(1− 2sa) +
(
sa + 2s
′
a − 2s2a
)
ϕ(st) (~xa) +O
(
ϕ2(st)
)]
.
(A.10)
Les expressions
dτa
dt
= 1 +
(
(1− ξs) V
c2
)
|~xa
− v
2
a
2c2
, (A.11)
et
ϕ(st) (~xa) =
(
−ξ (1− 2s) V
c2
)
|~xa
, (A.12)
sont donne´es par les solutions statiques dominantes pour la me´trique (voir (1.142)) et le champ
scalaire (voir (1.141)), respectivement. A l’ordre O(ξ/c4), nous tenons donc explicitement
compte de la non-line´arite´ des e´quations de champs ; la masse elle-meˆme n’est pas seule source
des perturbations scalaires. L’e´quation d’onde se re´e´crit encore
2ϕ = ξ
4piG
c2
S (~x, t) , (A.13)
ou` le terme de source est de´fini a` l’ordre O(1/c2) par
S (~x, t) =
∑
a
ma (Φ0) δ
3 (~x− ~xa)
[
(1− 2sa)
(
1−
∑
b
(1− ξsb) Gmb
rabc2
− v
2
a
2c2
)
+ξ
(
sa + 2s
′
a − 2s2a
)∑
b
(1− 2sb) Gmb
rabc2
]
, (A.14)
rab de´finissant la distance entre les sources ma et mb. Dans la zone d’onde et dans la limite
de mouvements lents, le de´veloppement multipolaire des solutions radiatives est donne´ par
ϕ (t−R/c) = ξ G
Rc2
∞∑
m=0
1
m!
∫
d3~x ′
(
~n · ~x ′
c
)m
· ∂
m
∂tm
S
(
~x ′, t−R/c) . (A.15)
Radiations scalaires dans un syste`me binaire
Dans un syste`me binaire, la solution radiative scalaire comple`te se re´duit a` la somme de
termes monopolaires (Oϕ(mo)(ξ/c4)), dipolaires (Oϕ(di)(ξ/c3)) et quadrupolaires (Oϕ(qua)(ξ/c4)) :
ϕ (t−R/c) = ξGµ
R
[
− 1
c3
2 (s2 − s1) (~n · ~v)− 1
c4
GM
r
(
G12
G
Γ + 2Λ
)
+
1
c4
Γ
(
(~n · ~v)2 − G12M
r3
(~n · ~x)2
)]
, (A.16)
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ou` les constantes Γ et Λ, e´gales a` l’unite´ pour un syste`me de sources non compactes, sont
de´finies par les relations
Γ = 1− 2 (m1s2 +m2s1)
M
(A.17)
Λ =
G12
G
(1− s1 − s2)− ξ
(
(1− 2s1) s′2 + (1− 2s2) s′1
)
. (A.18)
La partie cine´tique de la densite´ lagrangienne scalaire e´tant donne´e par
Lϕcin. =
(
1
α22cκ′
)
1
2
∂µϕ∂
µϕ , (A.19)
le tenseur e´nergie-moment associe´ s’e´crit
t(ϕ)µν =
2c√−g
∂
√−gLϕcin.
∂gµν |ηµν
(A.20)
=
1
ξ
c4
8piG
∂µϕ∂νϕ . (A.21)
La perte d’e´nergie par unite´ de temps dans la direction ni s’e´crit
dIϕ
dΩ
= cR2 nit
(ϕ)i0 (A.22)
=
1
ξ
c3
8piG
R2ϕ˙2 , (A.23)
ou` ϕ(t−R/c) est donne´ par la solution (A.16). L’inte´gration sur les angles solides donne par
conse´quent,
−
dEϕ(mo,qua)
dt
=
8
15
G3
c5
µ2M2
r4
[
12κϕ1 v
2 − 11κϕ2 r˙2
]
, (A.24)
pour les contributions monopolaires et quadrupolaires scalaires (Oϕ(mo,qua)(ξ/c5)) et
−
dEϕ(di)
dt
=
2
3
ξGG212
c3
µ2M2
r4
(s1 − s2)2 , (A.25)
pour les contributions dipolaires (Oϕ(di)(ξ/c3)), proportionnelles a` la diffe´rence des sensitivite´s
des deux corps. Les constantes κϕ1 et κ
ϕ
2 sont de´finies par le couplage scalaire et les sensitivite´s
de chacun des corps :
12κϕ1 = ξΓ
2G
2
12
G2
(A.26)
11κϕ2 =
1
2
ξ
[
Γ2 − 5 G
G12
ΛΓ− 15
2
(
G
G12
Λ
)2] G212
G2
. (A.27)
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A.3 De´croissance orbitale
La perte d’e´nergie totale instantane´e sous forme de radiations gravitationnelles est don-
ne´e par la somme des contributions tensorielles et scalaires. Dans un syste`me binaire, nous
obtenons donc l’expression
−dE
dt |(bd)
=
G3
c5
µ2M2
r4
[
8
15
(
12κ
(θ,ϕ)
1 v
2 − 11κ(θ,ϕ)2 r˙2
)
+
2
3
G212
G2
ξc2 (s1 − s2)2
]
, (A.28)
ou` les constantes κ
(θ,ϕ)
1 et κ
(θ,ϕ)
2 , de valeur unite´ en Relativite´ Ge´ne´rale, inte`grent maintenant
l’ensemble des contributions monopolaires et quadrupolaires :
κ
(θ,ϕ)
1 = κ
θ + κϕ1 (A.29)
κ
(θ,ϕ)
2 = κ
θ + κϕ2 . (A.30)
La moyenne sur une pe´riode du mouvement ke´ple´rien conside´re´ donne alors〈
−dE
dt |(bd)
〉
K
=
2
3
G3
c3
µ2M2
a4
[
4
5
G12M
ac2
(
12κ
(θ,ϕ)
1 f1 (e)− 11κ(θ,ϕ)2 f2 (e)
)
+ξ
G212
G2
(s1 − s2)2 g (e)
]
, (A.31)
ou` les fonctions de l’excentricite´ orbitale f1(e) = (1 + 7/2e
2 + 1/2e4)/(1 − e2)7/2, f2(e) =
((e2/2)(1 + e2/4))/(1− e2)7/2 et g(e) = (1 + e2/2)/(1− e2)5/2 sont des facteurs de majoration
par rapport au cas d’une orbite circulaire. Notons, pour eˆtre pre´cis, que des contributions
dipolaires scalaires Oϕ(di)(ξ/c5), dont nous devrions a priori tenir compte, naissent sans aucun
doute des premie`res corrections relativistes au mouvement orbital. Mais nous ne´gligeons ces
contributions au meˆme titre que les termes monopolaires et quadrupolaires scalaires dans nos
analyses aux chapitres 2 et 5.
Enfin, nous calculons la de´croissance orbitale associe´e a` la perte d’e´nergie e´tablie dans
l’approximation ke´ple´rienne du mouvement. Les expressions de l’e´nergie totale du syste`me,
E = −G12µM/2a, et de la troisie`me loi de Kepler, T 2 = 4pi2a3/G12M , montrent en effet
que la perte d’e´nergie dans le syste`me est lie´e a` un re´tre´cissement de l’orbite, ainsi qu’a` une
diminution de la pe´riode orbitale. La valeur relative de cette de´croissance orbitale est donne´e
par la relation suivante :
1
T
dT
dt
= −3
2
1
E
〈
dE
dt
〉
K
. (A.32)
Conclusion
En conclusion, le mouvement ke´ple´rien de syste`mes binaires induit effectivement l’e´mission
de radiations gravitationnelles. Cette e´mission implique une de´croissance de la pe´riode orbitale
de ces syste`mes. Dans le cadre des the´ories de Brans-Dicke, diffe´rentes contributions scalaires
se superposent, a` l’ordre dominant, aux radiations tensorielles quadrupolaires de´ja` pre´sentes
en Relativite´ Ge´ne´rale. Pour des syste`mes compacts, les contributions dipolaires dominent a
priori toute la structure radiative.
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Annexe B
Alternative a` la compactification
1Conside´rant des dimensions supple´mentaires plates (mode`les ADD) en produit direct
avec l’espace-temps habituel, les e´chelles de gravitation dans la the´orie originale et dans la
the´orie effective en quatre dimensions sont relie´es par le volume de l’espace des dimensions
supple´mentaires, a` travers la relation
M2(4) = M
2+δ
(4+δ)Vδ . (B.1)
La ve´rification de la loi de Newton jusqu’a` des e´chelles de distances infe´rieures au millime`tre
impose effectivement la compactification de ces dimensions a` des rayons suffisamment petits.
Mais, au-dela` meˆme de ces conside´rations expe´rimentales, cette relation e´tablit une e´chelle
d’interaction d’autant plus faible dans la the´orie effective que le volume des dimensions sup-
ple´mentaires est important. Dans la limite d’un volume infini, la gravitation est purement
4 + δ-dimensionnelle et la the´orie effective n’est plus de´finie (M(4) →∞). Aussi, outre le fait
qu’elle n’est pas envisageable pour des raisons expe´rimentales, cette limite est peu naturelle
en soi. Par contre, dans le cadre des mode`les RS, la relation correspondante est donne´e par
M2(4) =
M3(5)
k
(
1− e−2kyc
)
. (B.2)
La grandeur de la dimension supple´mentaire est sans impact particulier sur la relation entre les
e´chelles de masses fondamentale et effective, et la the´orie effective reste parfaitement de´finie
dans la limite d’une dimension supple´mentaire infinie (yc → ∞). Cette annexe e´tablit la
the´orie effective associe´e aux mode`les RS dans cette limite particulie`re [RS99b, LR00].
B.1 Mode`le a` une membrane (RS ′)
Nous reprenons le cadre the´orique de´fini par l’action (4.2) pour le mode`le RS original.
Conside´rant la dimension supple´mentaire infinie (dans les coordonne´es conformes, zc → ∞),
la membrane localise´e en z = zc disparaˆıt de l’espace physique. Sans autre extension, les
champs de matie`re sont naturellement localise´s sur la membrane centrale, en z = 0 (S+mat =
S(vis) et S
−
mat = S(hid)). Evidemment, nous devons nous affranchir de nos pre´occupations
concernant le proble`me hie´rarchique : la me´trique induite sur la membrane visible en z = 0
est exactement la me´trique de Minkowski, et la transformation d’e´chelle de´finie par le facteur
1
~ = c = 1.
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exponentiel est triviale (voir (4.7)). Cette membrane en z = 0 est appele´e “membrane de
Planck” par opposition a` la membrane en z = zc dans le mode`le original, “membrane du
TeV ”. L’introduction d’une dimension infinie modifie les masses et couplages de la the´orie
effective. La seconde membrane e´tant rejete´e a` l’infini, la condition de saut associe´e disparaˆıt,
et le spectre de masse est identifie´ par le continuum (m ≥ 0). Les couplages sont de´finis par la
valeur des fonctions d’onde e´tablies dans le mode`le original, mais sur la membrane de Planck
cette fois.
Couplages non massifs
La structure de masse nulle compte toujours un graviton et un mode scalaire. La ge´ome´trie
de l’espace est telle que la fonction d’onde constante associe´e au graviton reste normalisable
dans une dimension infinie (χ(0) = 2(k/M
3
(5))
1/2, voir (4.27)). La relation entre les e´chelles de
masse fondamentale et effective est donc simplement la limite (lorsque zc →∞) de la relation
correspondante pour une dimension compacte :
M2(4) =
M3(5)
k
. (B.3)
Par contre, le couplage scalaire donne´ a` partir des e´quations (4.25) et (4.29) se trouvant de´fini
en z = 0, il est re´duit d’un facteur e2σ˜(zc). Aussi, la constante de couplage scalaire s’annule
dans la limite ou` la dimension supple´mentaire est infinie :
α(rs′) =
e−σ˜(zc)√
3
→ 0 . (B.4)
Ce re´sultat trouve une explication naturelle dans le fait que le mode scalaire e´tudie´ de´finit une
perturbation de la mesure de la dimension supple´mentaire. Cette dimension e´tant infinie, le
couplage scalaire perd son sens. Techniquement, la fonction d’onde associe´e a` ce mode scalaire
croˆıt de manie`re exponentielle (voir (4.29)). Elle est par conse´quent non normalisable sur une
dimension infinie (C = 0).
Couplages massifs
Il reste a` e´tudier le couplage a` la matie`re des modes massifs sur le continuum m > 0. Ce
couplage est donne´ par la valeur χ(m)(0). Dans la coordonne´e x, la membrane de Planck est
situe´e en x = m/k  1. Nous avons donc besoin du de´veloppement des fonctions de Bessel
d’ordre 2 pour les petites valeurs de leur argument (x < 1) :
J2 (x) ' x
2
8
(B.5)
Y2 (x) ' − 4
pix2
− 1
pi
. (B.6)
Les fonctions d’onde exactes (voir (4.42)) se re´duisent donc a`
ψ˜(m) (x) '
(2pi)1/2
M
3/2
(5)
[
x5/2
8
−
(m
k
)2( 1
x3/2
+
x1/2
4
)]
, (B.7)
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ou` la normalisation est propre au spectre continu2. La composante Y2(x) suit la meˆme e´vo-
lution que le mode nul, alors que la composante J2(x) croˆıt rapidement. Sur la membrane de
Planck, c’est Y2(x) qui domine, et la valeur de la fonction d’onde est par conse´quent extreˆme-
ment supprime´e par rapport au mode nul :
ψ(m) (0) = χ(m) (0) '
m1/2
k
χ(0) . (B.8)
Leur contribution a` la phe´nome´nologie aux e´nergies accessibles expe´rimentalement est tout
a` fait ne´gligeable. Le potentiel complet pour l’interaction statique entre deux corps sur la
membrane en z = 0 est donne´ par l’inte´gration des potentiels de Yukawa de´veloppe´s par chaque
masse du continuum. La contribution globale donne un terme anomal en 1/r3, largement
supprime´ par un facteur 1/k2, jusqu’a` des distances de l’ordre de l’e´chelle de Planck :
V (r) ' V0 (r)
(
1 +
∫ ∞
0
dm
(m
k2
)
e−mr
)
(B.9)
' V0 (r)
(
1 +
1
k2r2
)
. (B.10)
Dans le meˆme ordre d’ide´es, la section efficace de production de ces excitations est largement
supprime´e par rapport a` la production du graviton habituel dσm ∼ (m/k2)/M¯2Pl dm. Le
couplage scalaire e´tant naturellement nul et les contributions des modes massifs tout a` fait
ne´gligeables, la the´orie s’identifie donc presque exactement a` la Relativite´ Ge´ne´rale a` haute
et basse e´nergies.
La compactification des dimensions supple´mentaires n’est donc pas indispensable. Une
ge´ome´trie non triviale de l’espace-temps permet d’introduire des dimensions supple´mentaires
non compactes, de´finissant une the´orie effective cohe´rente en quatre dimensions, et en accord
avec toutes les contraintes expe´rimentales. Dans la section suivante, afin de re´introduire une
solution au proble`me hie´rarchique, nous e´tendons ces derniers mode`les, en localisant simple-
ment la matie`re a` une coordonne´e non nulle dans la dimension supple´mentaire infinie. La
phe´nome´nologie associe´e est beaucoup plus complexe et s’identifie, jusqu’a` l’e´chelle e´lectro-
faible, aux mode`les ADD proposant l’existence de six dimensions supple´mentaires larges, mais
compactes (δ = 6).
B.2 Combinaison
Le cadre the´orique reste donc exactement celui que nous venons de de´finir (RS ′), mais
les champs de matie`re sont localise´s sur une nouvelle “membrane du TeV ” en z = z0 '
1TeV −1. Afin que la pre´sence de cette membrane ne modifie pas la structure de l’espace AdS5,
nous conside´rons sa tension ne´gligeable. Il apparaˆıt de fac¸on e´vidente que la transformation
2Pour une dimension finie zc, nous pouvons factoriser la de´pendance en zc du coefficient de normalisation
Nm (voir (4.47)) comme Nm = (1/zc)
1/2 N˜m. Pour zc suffisamment grand, le spectre des modes massifs peut
eˆtre conside´re´ comme continu, et la sommation des contributions des e´tats massifs peut eˆtre e´crite sous forme
inte´grale : ∑
m
|ψ(z)|2 '
∫
dm
(1/zc)
|ψ(z)|2 .
Dans la limite zc →∞, nous travaillons avec une mesure dm et la normalisation N˜m explicitement inde´pendante
de la valeur zc.
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d’e´chelle de´finie par le facteur exponentiel e−kz0 de´finit, comme dans le mode`le RS original
ou` la dimension supple´mentaire est finie, une solution au proble`me hie´rarchique. Les fonctions
d’ondes sont normalise´es comme dans le mode`le RS ′. Le spectre de masse est toujours donne´
par le continuum m ≥ 0, mais les couplages sont donne´s par la valeur de la fonction d’onde
associe´e en z = z0. La phe´nome´nologie est donc encore modifie´e.
m = 0. A basse e´nergie, la fonction d’onde du graviton, constante sur toute la dimension
supple´mentaire, donne la relation (B.3) entre les e´chelles de masse de la the´orie, alors que le
couplage scalaire s’annule.
m > (1/z0) ' 1TeV . Dans cette partie du spectre, la fonction d’onde χ(m)(z) peut
eˆtre conside´re´e dans son re´gime asymptotique en z = z0 puisque x0 ' mz0 > 1. Pour la
normalisation canonique dans le continuum (N˜m), nous obtenons un couplage fort pour ces
modes, analogue au couplage obtenu dans le mode`le RS original pour les masses du spectre
discret (voir (4.50)) :
χ (z0)|(m>1 TeV ) '
e3/2σ(z0)
k1/2
χ(0) . (B.11)
La contribution de cette partie du spectre au potentiel gravitationnel est tout a` fait ne´gligeable
a` cause de la suppression exponentielle importante des termes de Yukawa :
δV (r)|(m>1 TeV ) ' V0 (r)
e3σ(z0)
k
∫ ∞
TeV
e−mr dm. (B.12)
La production directe de ces modes en laboratoire devrait eˆtre accessible dans un futur proche.
Dans ce re´gime (E > TeV ), la section efficace pour la production combine´e de ces modes e´volue
comme
σ|(m>1 TeV ) ∼
1
M¯2Pl
∫ E
TeV
e3σ(z0)
k
dm ∼ E
TeV 3
. (B.13)
m < (1/z0) ' 1TeV . Si tous les modes de masse infe´rieure au TeV avaient atteint ce
re´gime asymptotique, leur contribution au potentiel aux e´chelles de distance accessibles a`
l’expe´rience et leur section efficace de production seraient similaires aux pre´dictions corres-
pondantes dans les mode`les ADD incluant une dimension supple´mentaire unique (δ = 1).
Ces pre´dictions seraient en contradiction profonde aussi bien avec les tests de la loi en 1/r,
qu’avec la phe´nome´nologie des particules e´le´mentaires a` l’e´chelle e´lectrofaible (voir (3.73)) et
il faudrait exclure le mode`le. Mais les fonctions d’onde pour cette partie du spectre sont loin
d’eˆtre dans leur re´gime asymptotique, et les couplages associe´s sont fortement supprime´s. Leur
comportement est donne´ par l’expression (B.7) e´value´e en x0 ' mz0 < 1. Pour les masses les
plus faibles, m < (8/kz20) ' 10−4 eV , c’est la composante Y2(x) qui domine, et la suppression
des couplages est identique au cas ou` les champs de matie`re sont localise´s sur la membrane de
Planck (voir (B.8)), ne laissant place a` aucune signature expe´rimentale. Dans le re´gime inter-
me´diaire, 10−4 eV < m < 1TeV , la composante J2(x) est la plus importante, et le couplage
est donne´ comme
χ (z0)|(10−4 eV <m<1 TeV ) '
kz40m
5/2
M¯Pl
(
' 1
2
kz40m
5/2χ(0)
)
. (B.14)
La contribution au potentiel gravitationnel est a` nouveau parfaitement ne´gligeable a` des dis-
tances supe´rieures au millime`tre (r > kz20). La phe´nome´nologie aux e´chelles d’e´nergies e´lec-
trofaibles est modifie´e par des sections efficaces de production e´quivalentes aux pre´dictions
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des mode`les ADD comptant six dimensions supple´mentaires plates (δ = 6). Nous avons en
effet, (E < TeV )
σ|(10−4 eV <m<1 TeV ) ∼
1
2M¯2Pl
k2z80
∫ E
0
m5dm ∼ E
6
TeV 8
. (B.15)
Ces pre´dictions sont par conse´quent en accord avec les donne´es expe´rimentales.
Conclusion
En conclusion, nous pouvons conside´rer une dimension supple´mentaire infinie au sein d’une
ge´ome´trie du type AdS5. Si la matie`re est localise´e a` l’origine (z = 0), la gravitation en cinq
dimensions s’identifie a` la Relativite´ Ge´ne´rale. Un mode`le hybride peut encore eˆtre de´fini, ou`
la matie`re est localise´e en z = z0 ' 1TeV −1 sur la dimension infinie. Dans ce contexte, le po-
tentiel d’interaction et la production de gravitons aux e´nergies e´lectrofaibles restent en accord
avec les contraintes expe´rimentales. D’une part, la force gravitationnelle entre deux corps est
purement quadridimensionnelle a` des distances supe´rieures au millime`tre (r > kz20). La contri-
bution des modes massifs au potentiel d’interaction est en effet tout a` fait ne´gligeable dans ce
re´gime. D’autre part, les modes massifs ne sont couple´s fortement a` la matie`re que pour des
masses supe´rieures au TeV . Ceci de´finit une signature expe´rimentale essentiellement analogue
au mode`le RS original. La production de modes plus le´gers (E < 1/z0) est supprime´e comme
dans les mode`les ADD compant six dimensions supple´mentaires larges (σ ∼ E6/TeV 8).
Au-dela` meˆme de ces deux images extreˆmes, nous pouvons imaginer un univers comptant
une dimension supe´rieure infinie, et ou` la matie`re serait distribue´e sur des membranes dans
la cinquie`me dimension, entre l’origine z = 0 et la coordonne´e z = z0. Pour un observateur
situe´ a` une position z < z0 quelconque, la physique semblerait purement quadridimensionnelle
au-dela` meˆme des e´chelles de distance et d’e´nergie accessibles (r > kz2 et E < 1/z). Peut-eˆtre
notre espace-temps compte-t-il plus de quatre dimensions infinies.
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